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Der Hauptzweck dieser Abhandlung ist die Anwendung der Me- 
thode der kleinstea Quadrate auf die Geodäsie, oder die Ausgleichung 
der Winkel eines Dreiecksnetzes, auf die Art darzulegen, die mir die ge- 
eignetste zu sein scheint. Zwar hat Gauss scbou einen specielleo Fall 
dieser Anwendung in einer Abhandlung, die in Bezog auf die Sache 
selbst die erste war, niedergelegt*^, während Bessel fast gleichzeitig 
seine Auflösung derselben Aufgabe veröffentlichen liess*^). Spaier hat 
Bessel seine Auflosung der allgemeineren Aufgabe veröffentlicht***), 
und ich habe fast gleichzeitig eine wesentlich davon verschiedene Auf- 
lösung einer noch allgemeineren Aufgabe, aber kurz gelasst, und gleich- 
sam nur im Scelet gegeben f). 

Es ist namentlich diese letztgenannte Auflösung , die ich voU- 
ständig ausgearbeitet in der gegenwärtigen Abhandlung niedergelegt 
habe, und die sich von der Bessel'schen vielfach, unter andern dadurch 
unterscheidet, dass ich die unbestimuilea Auflösungen von Systemen von 
linearischen Gleichungen, die Bessel verlangt, vollständig vermieden habe ; 
ich bin anzunehmen geneigt, dass durch mein Verfahren eine grössere Kürze 
der auszuführenden Rechnungen erlangt wird. Auch habe ich nicht nur 
die Vorschriften zur Berechnung der Gewichte beliebiger Functionen der 



*] Gauss, Supplementum Ibeoriae combioationis observationum erroribus mi- 
nimis obnoxiae. GoUingae (838, 

•*) Scbnm. A. N. B. VI. No. tti. 

***} BeMel und Bseyer, Gradmessnng in Oatpreussen und ihre Verbindong mit 
Preossischen und Rusaischen Dreieclcsketien. Berlin 1838. 
1) Scbum. A. N. B. XVI. No. 361. 
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UnbekaDDteD, die bei Bessel fehlea, vollstaadig entwickelt, soodera aucli 
gezeigt, wie verEabren werdeo muss, wenn mehr wie Eine Grundlinie 
gemessea worden ist, oder wenn man das aoszugleicbende Dreiecksnetz 
an ein anderes, nebenliegendes, schon ansgeglicheaes anschliesseo will. 

Bei der Ausgleichung eines grossen, aas vielen Dreiecken be- 
stehenden Netzes ist es von Wichtigkeit, die anzuwendenden allgemeinen 
Formeln in solcher DarstelluDg und Aufeinanderfolge vor sich zu haben, 
dass man nie die vollständige Uebersicht verlieren kann, denn wenn 
dieser Umstand eintreten sollte, so ist er nur durch Verlust an Zeil und 
Arbeit zu beben. Aus diesem Grunde habe ich nücb schon im Laufe 
der Ableitungen nod während der Ausführung eines Beispiels bemüht, 
die Erklärungen möglichst vollständig zu geben , und schliesslich habe 
ich aus demseibeo Grunde noch eine Recapitulation aller Vorschriften 
und Formeln gegeben , die wohl ausserdem Überflüssig gewesen wäre, 
von welcher mir aber schien, dass sie die Uebersichtlichkeit fördern 
möchte. 

Wenn gleich die Anwendung der Methode der kleinsten Quadrate 
auf die Geodäsie den Hauptgrund zur Abfassung dieser Abhandlung 
bildete, so wollte ich doch nicht unterlassen diese Methode auch in ihrer 
Allgemeinheit, und in der ganzen Ausdehnung, die sie gegenwartig be- 
sitzt, zu entwickeln , und dabei einen Weg zu verfolgen , den ich schon 
seit vielen Jahren Uberlegt habe. Gewöhnlich gebt man bei der Ablei- 
tung dieser Methode im Allgemeinen von den allgemeinen Principien der 
Wahrscheinlichkeitsrechnung aus, aber es zeigt sich immer im Laufe der 
Entwickelungen, dass man damit nicht vollständig ausreicht, sondern 
immer in grösserem oder geringerem Maasse den Satz zu Htllfe nehmen 
muss , dass bei der Bestimmung Einer Unbekannten aus einer Anzahl 
von gleich guten Beobachtungen das arithmetische Mittel aus diesen der 
wahrscheinlichste Werth der Unbekannten sei. Da dieses sich so ver- 
hält, so uahm ich mir vor diesen Satz als Axiom an die Spitze der Ab- 
leitungen zu stellen, nnd aus demselben das Verfahren abzuleiten, wel- 
ches zu befolgen ist , wenn die Werthe mehrerer Unbekannten aus Be- 
obachtungen von ungleicher Genauigkeit zu bestimmen sind, und die 
Zahl dieser Beobachtungen grösser ist wie die der Unbekannten. Ich 
wurde, wie sich voraussehen liess, auf diese Weise auf die Methode der 
kleinsten Quadrate hingeführt. Der Satz, welcher hiedurch bewiesen 
worden ist, ISsst sich streng genommen wie folgt aussprechen : 
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»Mit demselben Recht, mit welchem man im ersteren, einfachsten 
Falle das arithmetische Mittel aus den Beobachtungen als den wahr- 
scheinlichsten Werth der einzigen Unbekannten ansieht, muss man im 
anderen , allgemeinen Falle diejenigen Werthe der Unbekannten als die 
wahrscheinlichsten Werthe derselben betrachten, durch welche bewirkt 
wird, dass die Summe der mit ihren bez. Gewichten multiplicirten 
Quadrate der übrig bleibenden Fehler ein Minimum wird.« 

Ich glaube, dass in Bezug auf die Methode der kleinsten Quadrate 
dieser Satz an der Grenze der streng beweisbaren Satze liegt. 

Wahrend bei der Ableitung dieses Satzes sich für den BegrifT des 
Gewichts einer Beobachtung oder eines Resultats aus Beobachtungen 
eine einfache und sachgemasse Erklärung darbietet, bleibt es ohne Wei- 
teres unmöglich, die Relation zwischen den Gewichten und den relativen 
Genauigkeiten zweier oder mehrerer Beobachtungen festzustellen. Hiezu 
musste ich zwei bekannte Satze aus den Elementen der Wahrscheinlich- 
keilsrechnung verwenden und mit dem obigen Axiom verbinden. Das 
Resultat, welches unter andern hieraus hervorging, ist das bekannte, 
nemlich dass die Gewichte den Quadraten der Genauigkeiten proportioDal 
sind. Es brauchten diese Untersuchungen wieder nur in der Annahme 
Einer Unbekannten ausgeführt zu werden, da die Folgerungen, die dar- 
aus entsprangen , ohne Weiteres auf eine beliebige Anzahl von Unbe- 
kannten ausgedehnt werden konnten. Aus diesem Grunde wurden sie 
vor der voltsUlndigeD Ableitung des oben angeführten Satzes dem Texte 
einverleibt. 

Die Abhandlung behandelt der Reihe nach die folgenden Themata: 
§. i. Ermittelung des wahrscheinlichsten Werthes Einer Unbekannten 

aus Beobachtungen. Art. i — 17. 
§. 2. Ausdehnung des Vorhergehenden auf den Fall, in welchem die 

Werthe mehrerer unabhängiger Unbekannten durch Beobachtungen 

zu bestimmen sind. Art. 18 — 27. 
§. 3. Ausdehnung der bisher bebandelten Aufgabe auf den Fall, in 

welchem die Unbekannten nicht' von einander unabhängig sind. 

Art. 28—63. 
§. 4. Anwendung der eben gelösten Aufgabe auf die Geodäsie, unter 

der Bedingung, dass nur Eine Grundlinie gemessen worden ist. 
o) Erstes Verfahren. Art. 64— 107. 
b) Zweites Verfahren. Art. 108—118. 
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§. 5. Ausdehnung des im Vorhergehenden entwickelten Verfiihrens auf 
den Fall, in welchem mehr wie Eine Grandlinie gemessen worden 
ist, oder man das Dreiecksoetz an ein benachbartes anscbliessen 
will. Art. 119—132. 

§. 6. Recapitulation der zur Ausgleichung eines Dreiecksnetzes erfor- 
derlichen Vorschriften und Formeln. Art. 133—148. 

§. 7. Berechnung der mittleren Fehler der durch das vorhergehende 
Verfahren erhalteneQ Besultate. Art. 149 — 152. 

§. 8. Nachtrag zu der »GeodStische Untersuchungen« betitelten Abhand- 
lang. Art. 153—156. 



§. 1. Enuttelug des wahncheiBlielutM Werttes Emer DiMuitea 
au BMbaehtogM. 

1. 
Grundsatz. 

■ Wenn für die unmittelbare Bestimmung einer unbekannten Grosse 
mehrere von einander unabhängige Beobachtungen vorbanden sind , die 
alle unter gleichen Umstanden und mit gleicher Sorg&lt angestellt wor- 
den sind, so ist der aus diesen Beobachtungen hervorgehende wahr- 
scheinlichste Werth der Unbekannten das arithmetische Mittel aas allen 
diesen BeobachtuDgen.' 

Man kann diesen Satz zwar nicht vollständig beweisen , aber es 
lasst sich vieles anflthren, welches dafQr spricht, dass er in der Natur 
der Sache begründet ist. Es kann strenge genommen nur bewiesen 
werden, dass man bei der Anwendung dieses Satzes durch die Ver- 
mehmng der Anzahl der Beobachtnagen sich immer mehr und mehr 
dem wahren Werthe der Unbekannten nähert. Beobachtungen, die 
unter gleichen Umstanden und mit gleicher Sorgfalt angestellt worden 
sind, mtissen nothwendig als mit gleicher Genauigkeit begabt angesehen 
werden , und es muss daher gewiss das ans denselben hervorgehende 
wahrscheinlichste Resultat wenigstens eine symmetrische Function von 
allen dtil'ch die Beobachtungen erhaltenen Werthen sein. Die Summe 
aller dieser Werthe ist aber die einfachste symmetrische Function der- 
selben , die man sich denken kann. Wenn nun die Unbekannte x ge- 
nannt wird, und m Beobachtungen nach und nach n, n', n", etc. 
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für X gegebea habeo , so dasB ans denselben nach und nach hervor- 
gegaogen ist, 

Z as n 

X ■SS n' 

X tsi n etc. 
dann wird 

mx ^ n+n'-hn-i- etc. 
and hieraus 

■ X aas " 



«+»'+n''+elc. 



das ist, X wird gleich dem arithmetischen Mittel aas allen Beobacbtungen. 
Betrachteo wir nun die Beschaffenheit des Fehlers, den wir be- 
geben indem wir x durch die vorstehende Gleichung bestimmen. Seien 
der wahre Wertb der UabekaDoten «, und die wahren Fehler der 
Beobachtungen e, 4, e', etc., so dass 

rt SS tf+e, «' ^ »-!-«', n ^ w+c", etc. 
wird, dann wird der Ausdruck des arithmetischen Mittels 

Vorausgesetzt nun, dass kein Grand vorhanden ist um anzunehmen, 
dass gleiche positive und negative Fehler verschiedene Wahrscheinlich- 
keiten haben, moss die Summe e-t-e'+e'+ etc. sich um desto mehr 
dem Werthe Null nahem, je mehr Beobachtungen vorhanden sind. Denn 
je öfterer die Beobachtungen wiederholt werden, mit desto grösserem 
Rechte darf man ervrarten , dass alle möglichen Falle in gleicher Anzahl 
vorgekommen sind, gleichwie man mit einem symmetrisch gearbeiteten 
homogenen Würfel um so mehr jede Zahl gleich viele Mal geworfen 
haben moss, je grösser die Anzahl der Wurfe ist. Aber unter der obigen 
Voraussetzung, dass posJtire und negative Beobachtungsfebler gleiche 
Wahrscheinlichkeit haben, wird bei wachsendem m die Zahl und die 
Grösse der positiven Werthe von 6 sich der Zahl und der Grösse der 
negativen« unbegrenzt nShern, also schliesslich die Summe e-Ke'+e*+ etc. 
Null werden , wie oben behauptet wurde. Ans mehrerem Grande muss 
daher bei wachsendem m die Function 

oDmerklicb werden, und der Wertb « ss w ans dem arithmetücben 
Mittel bervoi^ben. 
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2. 
lodem wir dqd immer das aritbmetische Mittet aas gleich guten 
Beobachtungen als den wahrscbeinlichsten Wertb der UnbekaaDteo ao- 
seben, nehmen wir zugleich an, dass die Beobachtnngsfehler bez. 



«+n'+n''+ olo. 



«— - 

1 «♦«'+«"♦ etc. j 

m 

u. s. -w. seien. Aber es ist immer 

(n- '-^'''-^;"-^'^ )+(n'- "-^"'-^;"-^'^ )+(n'- "-^"'-^^"^^"' )+etc.==Q. 

und wir erfDlIen also, indem wir das arithmetische Mittel aus den Be- 
obachtungen als den wahrscheinlichsten Werth der Unbekanoteo an- 
sehen, wie auch die Anzahl der Beobachtungen beschaffen sei, die Be- 
dingung, die strenge genommen stattfindet, wenn die Anzahl der Beob- 
achtungen unendlich gross ist. Wir nahern uns also gewiss durch 
Vergrösserung der Anzahl der Beobachtungen dem wahren Werthe der 
Unbekannten, und dieses ist in der That alles was wir thun kOnoen, da 
die wahren Beobachtangsfehler ans stets aabekannt bleiben werden. 

3. 

Im vor. Art. ist schon eine Belatioo abgeleitet worden, die zwischen 
den Übrig bteibeoden Fehlem statifiodet, wenn man das arithmetische 
Mittel aus allen Beobachtungen als den wahrscheinlichsten Wertb der 
Unbekannten betrachtet , aber 'es besteht zwischen diesen Fehlem noch 
eine merkwürdige Relation, die in dem folgenden Satze enthalten ist. 

«Wenn man das aritbmetische Mittel aus allen Beobachtungen als 
den wahrscheinlichsten Werth der Unbekannten betrachtet, so bewirkt 
man dadurch, dass die ^Summe der Quadrate der übrig bleibenden Feh- 
ler ein Minimum wird.* 

Um diesen Satz zu beweisen , bemerke ich , dass man die übrig 
bleibenden Fehler durch x—n, x— »', x— n*, etc. ausdrücken kann, und 
der Satz verlangt demzufolge, dass 

(x—n)' + (x—n')' -f- (x—n*)' -•• etc. =s Minimnm 
sei. Es ist an sich klar, dass diese Fanction kein Maximum haben kann, 
denn lasst man x unbestimmt (positiv oder negativ) wachsNi, so ntth«1 
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sich der Werth derselben immer mehr und mehr dem unendlich Grossen. 
Die bekannte Bedingung des Minimums giebt nun hier 

(j:— ») H- (x—n) H- [x—n") -|- etc. x= 
woraus 



folgt. W. z. b. w. 



4. 



Es ist im Vorhergebenden angenommen worden , dass gleiche po- 
sitive und negative Fehler gleich wahrscheinlich seien , wir wollen aber 
jetzt annehmen, dass dieses nicht der Fall sei, und die Folgen unter- 
suchen, die dieser Umstand auf die Bestimmung der Unbekannten aus- 
übt. Im jetzt zu betrachtenden Falle wird sich die Summe e-t-e'-he'-t' etc. 
bei stets wachsender Anzahl von Beobachtungen nicht der Null, sondern 
einer gewissen positiven oder negativen Grösse nahem , die ich mit mfc 
bezeichnen will, woraus folgt, dass dei* positive (oder bez. negative] 
Fehler e+k mit dem negativen (oder bez. positiven) Fehler e gleiche 
Wahrscheinlichkeit hat. Aus einer stets wachsenden Anzahl von Beob- 
achtungen wird man nun, wenn man wie vorher das arithmetische 
Mittel aus denselben zur Bestimmung von x anwendet, schliesslich 

X s= w + k 
statt des wahren Werlhes x:=w erhallen. Man kann nun nie durch ir- 
gend ein der Wahrscheinlichkeitsrechnung entlehntes Princip h von w 
trennen , sondern muss dafUr andere Mittel in Anspruch nehmen , und 
diese können in nichts anderem besteben , als in sorgfältiger Ausarbei- 
tung und Anwendung der bei der Losung der Au^abe anderweitig in 
Betracht konmienden Theorien. ' Wenn sowohl die Theorie, zufolge 
welcher x sich aus den angestellten Beobachtungen ei^ebt, als die 
Theorie des zur Beobachtung angewandten Instruments vollständig be- 
kannt sind, und richtig angewandt werden, so kOnnen nie gleiche positive 
und negative Fehler verschiedene Wahrscheinlichkeiten haben , und es 
muss aus diesem Grunde k^ werden. Wenn .aber im Gegentheil 
diese Theorien, oder nur Eine derselben mangelhaft ist, oder unzweck- 
mSssig angewandt wird , dann ist es nachher unmöglich den constanten 
Fehler k aus dem Resultat der Beobachtungen zu entfernen. Aus diesen 
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Gniaden wird im Verlaufe dieser AbhandloDg stets gtillscbwejgend an- 
genommen weitlen, dass ib «& ist. 

5. 

Ich nehme jetzt an , dass der Werth x s= N das nach dem Vorher- 
gehenden aus m Beobachtungen genommene arithmetische Mittel sei. 
Man habe ferner, nachdem dieses Resultat schon berechnet worden ist, 
zur Bestimmung derselben Unbekannten x eine Reibe von m anderen, 
von jenen unabhängigen, Beobachtungen angestellt, die einzeln Air eben 
so genau wie jene gebalten werden müssen, und daraus auf dieselbe 
Weise a; = iV' erhalten , spater habe man noch m' andere gleich gute 
Beobachtungen, und daraus a: = iV' erbalten, u. s. w. Wenn man hier- 
auf aus allen diesen Beobachtungen den wahrscheinlichsten Werth von 
X berechnen will, so ist es von selbst klar, dass die Gruppirungen, die 
vorher gemacht worden sind, keinen EinQuss auf das neue Resultat 
haben dürfen, und dass man jetzt wie vorher, ehe die ta, m, etc. Be- 
obachtungen angestellt worden waren, aus allen nun vorhandenen Be- 
obachtungen das arithmetische Mittel nehmen muss. Da m^die Summe 
der ersten , niN' die Summe der zweiten , nCN" die Summe der dritten 
Gruppe von Beobachtungen ist , u. s. w., so hat jetzt das arithmetische 
Mittel aus allen Beobachtungen, oder mit anderen Worten der wahr- 
scheinlichste Werth der Unbekannten 

,.^ inW+m'JV+m"W"+ etc.' 

^^1 ^ ~ «+m'+m"+elo. 

zum Ausdruck. Wenn wir nun annehmen , dass der Werth von tr ks iV 
das Resultat einer einzigen Beobacbtnng von solcher Beschaffenheit 
wHre, dass man sie fUr eben so genau halten mllsste, wie das arith- 
metische Mittel aus m solcher Beobachtungen, aus denen die anderen 
Gruppen bestehen, so ist an sich klar, dass der wabrscheintichste Werth 
von X immer noch derselbe bleibt, den der Ausdruck (1) giebt, und da 
wir denselben Schluss auf alle übrigen Gruppen iV', iV". etc. von fi&- 
obachtangen ansdehnen können, so ergiebt sich, dass der Ausdradc (1) 
immer noch der wahrscheinlichste Werth von x ist, wenn iV, iV', iV'. etc. 
einzelne Beobachtapgen von der Beschaffenheit sind , dass man die Be- 
obachtung, welche iV gegeben hat, ibr eben so genau halten muss, wie 
das arithmetische Mittel aus m, die welche N' gegeben hat. fUr eben so 
genan wie das arithmetische Mittel aus m', die welche iV" gegeben hat, 
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dir eben so genau wie das arithmetische Mittel aus m' u. 6. w. anderen 
Beobachtungen, denen allen irgend eine aod dieselbe Genaaigkeit bei' 
gelegt werden muss. Wenn man daher unter der Bezeichnaog des Ge* 
wichts irgend einer Beobachtung oder eines Resultats aus Beobach- 
tungen die Anzahl von Beobachtungen von der Genauigkeit ac 1 ver- 
steht, deren arithmetisches Mittel fllr eben so genau gehalten werden 
muss, wie diese Beobachtang oder dieses Resultat aus Beobachtungen, 
so können wir den Ausdruck (1 ) in folgenden Satz einkleiden : 

»Wenn man fiir die Bestimmung einer Unbekannten mehrere Be- 
obachtungen angestellt hat, die so beschaffen sind, dass man ihnen bez. 
die Gewichte m, m', m, etc. beilegen muss, so erhalt man den wahr- 
scheinlichsten Werth dieser Unbekannten , wenn man das Resultat einer 
jeden Beobachtung mit seinem Gewicht multiplicirt, diese Produkte ad- 
dirt und mit der Summe aller Gewichte dividirt.« 

Es folgt femer aus den obigen Betrachtungen der Satz : 
■Das Gewicht dieser Bestimmung der Unbekanntes ist der Summe 
der Gewichte aller dazu zugezogenen Beobachtungen gleich.« 



Aus den Betrachtungen des vor. Art. kennen wir ausserdem noch 
die folgenden Folgerungen ziehen. 

Das Gewicht irgend einer Beobachtung oder eines Resultats ans 
Beobachtungen ist immer relativ zu verstehen, indem immer die Ge- 
nauigkeit oder das Gewicht ii^end einer bestimmten Gattung von Beob- 
achtungen =E i gesetzt werden muss. 

Die obige Ableitung des Begriffs des Gewichts beschränkt sidi, 
strenge genommen, nur auf die Falle, wo die Gewichte ganze Zahlen 
sind . allein es ist sehr leicht den Begriff des Gewichts euch auf gebro- 
chene oder irrationale Zahlen auszudehnen. Denn wenn man durch ge- 
eignete Mittel in Erßihrung gebracht hat , dass irgend eine Beobachtung 
fltr genauer gehalten werden muss wie das arithmetische Mittel aus m, 
hingegen filr weniger genau wie das arithmetische Mittel aus m-i-1 
Beobachtungen der Gattung deren Gewicht = 1 gesetzt wird , so ist es 
klar, dass das Gewicht dieser Beobachtung nur gleich m plus einem 
Bruchthei! der Einheit sein kann, und nichts hindert uns in solchen 
Fallen das Gewicht dieser Beobachtung demgemSss anzunehmen , wenn 
nnr Mittel vorhanden sind den BruchtheJI zu bestimmen. Aus demselben 
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Gninde sind wir eben so wenig gefaiDdert, das Gewicht einer Beobadi- 
tuDg, die fUr weniger genau gehalten werden muss wie eine Beobach- 
kiQg der Gattung, deren Gewicht = 1 gesetzt worden ist, durch einen 
ächten Bruch auszudrücken. 

Endlich, bedingt der oben festgesetzte Begriff des Gewichts notb- 
wendig eine positive Zahl, und ein negatives Gewicht kann keinen Sinn 
haben. 



Es ist biebei noch das Folgende zu bemerken. Da die Genauigkeit 
der verscbiedeneD Beobachtungen von der ungenauesten an, deren Ge- 
wicht SS angenoQunen, oder die als verTehlt betrachtet und verworren 
werden muss, bis zur genauesten durch unendlich kleine Abstufungen 
wachst, so lasst sich gewiss immer eine Gattung von Beobachtungen 
denken, in Bezug auf welche das Gewicht irgend einer beliebigen an- 
deren Beobachtung durch eine ganze Zahl ausgedrückt werden kann. 
Verändert man hierauf die Gattung von Beobachtungen, deren Gewicht 
der Einheit gleich gesetzt worden ist, so kann man dadurch schon auf 
Gewichte kommen, die nicht mehr durch ganze Zahlen ausgedruckt wer- 
den können. Um dieses deutlicher zu machen, will ich annehmen , man 
habe verschiedene Beobachtungen, denen zufolge der Wahl der Gattung 
von Beobachtungen, deren Gewicht ss 1 gesetzt worden ist, die Ge- 
wichte 2, 3, i, etc. beigelegt werden müssen , Ändert man hierauf jene 
Gattung von Beobachtungen, die zur Eiuheit des Gewichts dienen, und 
wählt dafür eine andere, z. B. eine solche deren Gewicht das Dreifache 
jenes ist, dann sind die Gewichte der übrigen Beobachtungen schon 
nicht durchaus mehr ganze Zahlen, sondern gehen in die folgenden über, 
\, 1 , f , etc. Man sieht hieraus wie die obige Definition des Gewichts 
auch schon ohne die Betrachtungen des vor. Art. zu Hülfe zu zidien, 
aufgebrochene Zahlen fUhren kann. 



Die Belation, die wir im Art. 5 zwischen dem Gewicht einer Be- 
obachtung und dem Gewicht des arithmetischen Mittels aus einer ge- 
wissen Anzahl gleich guter Beobachtungen aufgestellt haben , fUhrt uns 
auf die Aufgabe zu bestimmen : wie gross denn eigentlich die Genanig- 
keit des arithmetischen Mittels aus einer gewissen Anzahl gleich guter 
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BeobachtuDgeo in Bezug auf die Genauigkeit einer jeden einzelnen dieser 
Beobachtungen sei? 

Die Lösung dieser Aufgabe follt der WahrscheiDlichkeitH-ecfanung 
anbeim, wenn wir erst festgesetzt haben werden, was unter relativer 
Genauigkeit verstanden werden muss. 

»Wenn die Wahrscheinlichkeit, dass der Fehler irgend einer Be- 
obachtung oder irgend eines Resultats aus Beobachtungen zwischen den 
Grenzen — c und -i- c Hegt, der Wahrscheinlichkeit gleich ist, dass der 
Fehler irgend einer anderen Beobachtung oder irgend eines anderen Re- 
sultats aus Beobachtungen zwischen den Grenzen — c' und + c liegt, 
so verhalt sich die Genauigkeit des ersten Resultats za der des zweiten 
wie c ZD CK 

Vermittelst dieser Definition, die die einfachste und sacbgemSsseste 
ist, die man von dem Begriff der relativen Genauigkeit einer Beobach- 
tung oder eines Resultats aus Beobachtungen aufstellen kann , wird es 
leicht sein das Verhältniss der Genauigkeit einer einzelnen Beobachtung 
zu der des arithmetischen Mittels aus irgend einer Anzahl für gleich gut 
zu hallenden Beobachtungen zu bestimmen, wenn wir von dem Gesidits- 
punkt ausgehen, dass das arithmetische Mittel überhaupt der wafarscheiu- 
lichste Werth der aas diesen Beobachtungen zu bestimmenden Unbe- 
kannten ist. 



Sei fUi- irgend eine bestimmte Gattung von Beobachtungen die Wahr- 
scheinlichkeit des Fehlers ^ durch <p^, wo 91 ein Functionszeicben ist, 
ausgedntckt, dann wird, wenn wir die Wahrscheinlichkeit, dass der F^ 
ler ii^end einer Beobachtung dieser Gattung innerhalb der Grenzen +e 
liegt, mit w bezeichnen, w gleich der Summe der Wahrscheinlichkeilen 
aller Fehler von — c bis -1- c, und da die Beobachtungsfiähler durch an- 
endlich kleine Stufen wachsen oder abnehmen, 

Da femer jeder Beobacfatnngsfehler gewiss innerhalb der Grenzen 
— 00 und -I- 00 liegt, so ergiebt sich 

f + OO 
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WeoD wir feraer die Wafarscbeinlichkeit, dass io einer Anzahl vob 
IM gleich guter Beobachtuügen beziehungsweise die Fehler J\ J', etc. 
ji') vorkommen mit fV bezeichoen, so erhalten wir 
\V=itfJ' .tpJ" fpj'-'^ 

Diese Satze ergeben sich aus den Etemenlen der Wahrscheinlich- 
keiisrechuung. wenn man die dort angenommenen endlichen Unterschiede 
in den Überhaupt möglichen Fällen als unendlich klein betrachtet, oder 
die endliche Anzahl der möglichen Fülle in eine unendlich grosse Anzahl 
verwandelt. Endlich folgt aus denselben Betrachtungen, dass die Wahr- 
scheinUchkeit, dass /f' zwischen den Grenzen + a', J' zwischen den 
Grenzen + a, etc. liegt, durch das m Fache Integral 

ausgedrückt wird. Dieser Ansdruck gilt zwar nnr wenn die Beobach- 
tungen von einander unabhängig sind, aber diese Bedingung hindert 
nicht ihn auf den Fall auszudehnen, in welchem zwischen den Fehler- 
grenzen d, a", etc. eine Relation besteht, wenn diese nur so beschaffen 
ist, dass sie unbeschadet der Unabhängigkeit der Beobachtungen von 
einander stattfinden kann. Wenn nun eine solche Belation angenommen 
wird, so muss man bei den verschiedenen Integrationen darauf Rück- 
sicht nehmen. Sei 
(ä) y = f{J'.J-...) 

diese Relation, worin y eine gegebene Grttsse und f ein Functionszeichen 
ist, und die erste Aufgabe sei, die Wahrscheinlichkeit zu hestinunen, 
dass y zwischen den Grenzen + b liege. Man muss um diese Aufgabe 
zu lösen, zuerst vermittelst dieser Eelaüon eine der Veränderlichen ^', 
Ä^', etc. nebst dem Differential derselben aus dem obigen m ätchen Inte- 
gral eliminiren. Sei zu diesem Zweck 

(3) . . . . J^'^ =F(^,J\J" ^<"-'*) 

wo wieder F ein Functionszeichen ist, der Aasdmck fUr ^"', welcher 
sich ans d»n obigen Ausdruck fttry ergiebt, so bekommt man, wenn 
man nicht blos J^"'* und dj^'^ eliminirt, sondern anch den ol»gen Aus- 
druck für W snbstituirt, 

(4) WdJ'. dJ'. . . dJ^'>=K.tpJ'. (pJ\ . . tpJ^^-'KdJ'. dJ". . . dJ^'-Käy 
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W40I1 man zur Abkürzung 

setzt, nnd die mfecbe lotegralioD der rechten Seite dieser Gleichung 
muss jetzt so ausgeführt werden, dass man /1', J", . . . J^"'^^ inner- 
halb der Grenzen ausdehnt, fllr welche, wenn man y zwischen den 
Grenzen + b nimmt, die Function F für ^"' alle möglichen Werthe 
giebt. Die IntegraUon endlich in Bezug auf y mius innerhalb der Gren- 
zen + b ausgedehnt werden. 

10. 

Wenn wir nun das Vorstehende anwenden wollen am die Wahr- 
scheinlichkeit zu finden , dass die Summe der Fehler von m Beobacb- 
taagen innerhalb der Grenzen + b liege, so wird die Relation (2) in 

y =s J'-\-J'-\- . . . -1-^*"' 
tibergehen. Ich ziehe aber vor einen Schritt weiter zu gehen, und statt 
dieser Relation die folgende allgemeinere einzuführen, 

y s= e'z/'+eV+ . . . +c<"'z/'"' 
worin «', e". . . «'"' gegebene, numerische Coefficienten bedeuten sollen, 
denn hiedurch können wir die Auflösung unserer Aufgabe, wie sich 
weiter unten ergeben wird, sogleich auf den Fall ausdehnen, in welchem 
die Beobachtungen verschiedene Gewichte haben, während der ein- 
fachere Fall, in welchem die Gewichte aller in Betracht gezogenen ein- 
ander gleich sind, daraus erhalten wird, wenn man 

e » e' = etc. « «'■' = 1 
setzt. Die obeD aagenommene Relation giebt 

welche der allgemeinen Relation (3) entspricht. Hieraus ergiebt sich also 

dF _ i 

Da femer möglicher Weise jeder Fehler zwischen den Grenzen 
— oo und +00 liegen kann, und die Annahme dieser Grenzen fUr 
*/', J', . . . ^'■"■'' nebst den Grenzen +6 fUr y in Folge der vor- 
stehenden Gleichung dem Fehler J*-'^ alle möglichen Werthe zutheilt, 
so müssen die Integrationen inneriialb dieser Grenzen ausgeführt werden. 



TW 
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Wenn wir daher die Wahrscheinlichkeit, dass die Summe der bez. mit 
1, e", . . . cM multiplicirten Beobachtungsfehler ianerhalb der Grenzen 
+ b liege, mit W bezeichnen, so wird zufolge der (i) 

(5)..n'' = ^| ) ... I M.^j:<pj-....fji''-» 

wenn zur Abkürzung 

„^^ ^. -.■^-^^-..^-.(— )^(-.) ^^^,^^. ^^,._.,^ 

gesetzt wird. 

H. 

Um diesen Aosdrack integriren zu können , mtissen wir die Func- 
tion (p kennen, und die Kenntniss davon erlangt man durch den an 
die Spitze dieser Abhandlung gestellten Grundsatz. Nehmen wir die 
Gleichung 

wieder vor, in welcher W die Wahrscheinlichkeit ist, dass in einer Reibe 
von ffl gleich guten Beobachtungen die Fehler J', J', . . . JM vor- 
kommen. Indem wir uns wieder des oben angezogenen Grundsatzes 
bedienen, nehmen wir zugleich an, dass das Zusammentreffen der durch 
diese Annahme sich ergebenden Fehler der Beobachtungen die grOssle 
Wahrscheinlichkeit habe ; die eine dieser Annahmen ist in der anderen 
enthalten. Wenn aber das Zusammentreffen der unter der genannten 
Bedingung sich ergebenden Fehler das wahrscheinlichste ist, so muss 
nothwendiger Weise W ein Maximum werden. Diese Bedingung giebt 
die Gleichung 

^ — if^.dJ- de "^ V'^.i^ ic "■ ■*",^")Ai<-) * 

wenn c das arithmetische Mittel aus den Beobachtungen bedeutet. Wenn 
aber wieder die beobachlelen Werthe der Unbekannten mit n', n", . . . 
nW bezeichnet werden, so wird 

J' sss b' — c, J' ^ «' — c, . . . i^N sss n!*")— c 
und daher 

j^ ^— " j^ ** eic. ^ . 
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die obige Gleichimg geht biemit in 

über. Aber im Art. % wurde gefundea, dass io Folge der ADaabme des 
arithmetischen Uittels als den wahrscheinlichsten Wertb der Unbekann- 
teo, die Summe der Übrig bleibenden Fehler Null ist, and hieraus er- 
halteo wir jetzt 

=:: ^'+^'+...+^W 

und da diese mit der Gleichung (6] zugleich stattfinden muss, so ergiebt 
sich allgemein, dass 

T^äÄJ — **'=' 
sein muss, wo k eine Conslante ist, denn auf andere Art lässl sich den 
beiden Gleichungen zugleich nicht GnUge leisten. Das Integral der 
vorstehenden Gleichung ist 

wo / die Integrationsconstante und e die Grundzahl der naturlichen Lo- 
garithmen ist. Hiemit erhallen wir 

und wenn die Summe der Quadrate der Fehler eines Maximums fähig 
wäre, so mUsste k positiv angenommen werden. Da aber diese Summe 
Dur eines Minimums ^ig ist, so muss nothwendig k negaLiv sein, , damit 
IV ein Maximum werde. Setzt man um dieses auszudrucken fe = — A*. 
so wird 

Es muss ferner, wie oben gezeigt wurde 

/»+0O 



r 



werden, und da 



/: 



dj=i^ 



ist, wenn n das VerhSltniss des Kreisumfanges zum Durchmesser be- 
zeichnet, so ergiebt sich l ^ -^, und es wird schliesslich 

AkbiBdI. i. K. S. Gcwlltch. i. WiumiKb. XIII. ti 
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and 

«'" 
wo ^^+^'*+...+^*"*»ein Minimum ist. Es folgt hieraas wieder 
der Satz, dass wenn man eine UnbekanDte durch das aritbmetiBche 
Mittel ans d^i dafilr erhaltenen Beobacfatungen bestimmt , man zugleich 
dadurch bewirkt, dass die Summe der Quadrate der Übrig bteibeudeo 
Fehler ein Minimum wird ; welcher Satz im Art. 3 auf andere Art schon 
bewiese wurde. 

12. 

Es sollen quo, um io den folgenden Ausdrucken eine leichtere 
Uebersicht zu gewinnen, die folgenden Abkürzungen in den Bezdcbnua- 
gen eingefllhrt werden, 

ö'^'+ö"^"+....+ö<"->^<"-*-j^ = A 

Substituirt man nun den unter (7) erhaltenen Ausdruck fUr g>^ in den 
Ausdruck (5), so ergiebt sich 

J—co -'-oo J—ooJ—b 
wo zur Abkürzung 

gesetzt worden ist. Betrachtet man aber das Integral 



und setzt darin 



.-T .-'■(•■-t5^*')* 

J—oo 
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folglich, da 



r 

t'-C 



Wendet man diesen Ansdrack auf den obigen Aiudrock fbr W an , so 

ergiebt sich nach der ersten Integration 

w = |y^l ...( I rdj-.dj-....dj'.'-<Kdfi 

J—co »'-oo J -b 

£' = e )"<+«* i 

ist. Nach der zweiten Integration erhalt man 

^, rt+OO /»+00 /»+6 

«"-i/.Trs^l -j I E■dJ■...dJi'->^.i, 
JBt, nacb der dritten Integration wird 

-, „+00 /.+00 »+» 

«^'-^yrST^^rfS«/ •••/ 1 E"dJ'\...dJi'-').d, 
«/-OO «/-oo »/— 6 

ist, und das Gesetz des Fortganges stellt sich jetzt deutlich hervor- 
Nadi der (m— 8)ten Integration wird folglich 

ist. Führt man nnn auch die (m — 1)te Integration auf dieselbe Weise 
aus und substituirt die Ausdrucke der eingelUhrten HulfegrOssen, so be- 
kommt man 
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- = * f 



e <"+«"+...+(<")' <^ 



womit alle iDtegrationeo ausgefUbri siod , die man ohne Hülfe von an- 
endlicheo ReibeQ erhalten kann. 



Nehmen wir nan an , dass die eben gefundene Wahrscheinlichkeit 
der Wahrscheinlichkeit gleich sein soll, dass der Fehler ii^end einer der 
in Betracht gezogenen Beobachtungen innerhalb der Grenzen + a ent- 
halten sei, so wird zufolge des Vorhergehenden aocb 



ion zwischen a v 



und es muss die Relation zwischen a und h aus der folgenden Gleichung 
bestimmt werden 

_ftV_ 



■'•+*«+...+.(■>' dy 

Sei 

y^ = «' («'a+«"a-l- .... -i-cl««)') 
dann wird 



gesetzt wird. Die obige Bedingungsgleichung geht biemit in die fol- 
gende 

I e -*V dy={ c -*'"' du 
tlber und hieraus folgt 



6 = Ve'*-l-e"^+...-*-e"»"' 
welches die gesuchte Relation ist. 
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Diese Relation giebt in Verbindung mii der im Art. 8 g^ebenea 
DefioitioD der relativeo Genauigkeit sogleich den folgenden 

Isten Satz. 

»Die Genauigkeit der Summe von m gleich guten , beziehungsweise 
mit den gegebenen Facloren «', e", . «M multiplicirten BeobachtungeD 
verhalt sich zur (Genauigkeit Einer dieser Beobachtungen wie 

Nehmen wir an , dass e ^ e" ss etc. = «f*") aa — sei , dann geht 
die eben bezeichnete Fanction der Beobachtnngen in das arithmetische 
Mittel aus denselben über, und wir erbalten daher sogleich den folgenden 

2teD Satz. 

>Die Genauigkeit des arithmetischen Mittels aus m gleich guten 
Beobachtungen verhalt sich zur Genauigkeit irgend Einer derselben wie 

Die Verbindung dieses Satzes mit der im Art. 5 angestellten De- 
finition des Gewichts einer Bestimmung aus Beobachtungen zeigt , dass 
das Gewicht einer Beobachtung oder eines Resultats aus Beobachtungen 
dem Quadrat der Genauigkeit derselben proportional ist. 

Man kann den ersten obigen Satz leicht auf Beobachtungen von 
ungleicher Genauigkeit ausdehnen. Wenn man annimmt, dass die Fehler 
fi', e', . . . eW solchen Beobachtungen angehören, deren Genauigkeiten 
bez. den Zahlen Vp', Yf", ■ • ■ Vp'"*' proportional sind , so geboren 
die Fehler e V^, e Yf° . . . e("l Vp!*"' gewiss Beobachtungen von 
gleicher Genauigkeit an , denn durch die Multiplication der Fehler mit 
den Zahlen Vp', Vf^ etc. werden diese gewiss V^mal V^mal, etc. 
vei^rössert, also die Genauigkeiten gewiss eben so viel verkleinert, und 
auf gleiches Maass gebracht. Bezeichnen wir daher die Fehler d Vp'. 
e Vp*, etc. mit J\ J", etc., so kann der Ausdruck 

«V -|-«V+ . . . + «(™) e(*»l 
sogleich in den folgenden verwandelt -werden 
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ODd biemit ergiebt sieb der 

3te Satz. 
»Die Genauigkeit der Sumoie von m, bez. mit den gegebeneD Fac- 
loreo e, e,... e'"*) multiplicirten BeobachtuDgea, deren relative Ge- 
nauigkeiten den Zahlen V^, Vy, ■ • • V^p'*"' proportional sind, oder mit 
anderen Worten, denen die Gewichte p', p", . . .pt"*) beigelegt werden 
müssen , verhalt sich zur Genauigkeit Einer Beobachtung der Gattung, 
deren Genauigkeit oder Gewicht als Einheit angenommen worden ist, wie 



'■■Vf*9*-*t 



Das Gewicht eines aus solchen BeobachtungeD gezogenen Resultats 
hat also, wenn man es mit P bezeichnet, 

'*' "° L-^^1 ^et 

zum Ausdruck , und bedeutet , dass dieses Resultat fllr eben so genau 
gehallen werden muss, als wäre es das arithmetische Mittel aus P sol- 
cher Beobachtangen, deren Gewicht oder Geaauigkeit a« 1 ist. 

14. 
Wenden wir zu näherer Erläuterung des Ausdrucks (8) denselben 
auf die einfachsten Functionen von zwei Grössen an. Seien durch die 
Beobachtungen die GrOsse a mit dem Gewicht p, und die Grösse o mit 
dem Gewicht p' erhalten, man tragt zuerst nach dem Gewicht der 
Function 

Hielbr giebt der Ausdruck (8), da hier e ^n i, e' =» +^ ist 

P— *»* 
p+V 
oder wenn p' ^ p ist, 

P=2p 
mit dem 2. Satze tibereinslimmend , wenn wir blos das obere Zeichen 
annehmen. Fragt man ausserdffln nach dem Gewicht der Function 

a + a' 
wenn die Gewichte dieselben sind wie vorher, so giebt der Ausdruck 
(8), da nun e' ^ 1 , «' =b + 1 ist. 
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n ^ PP' 
oder weoD man p mt p macht 

Wenn maD hier unter a und ä die bei einer Triacgulation von einer and 
derselben Station aus eingefichnittenen Ricfatnngen zweier Dreiecks- 
punkte versteht , so ist a — a' der durch die Beobachtungen erhaltene 
Winkel zwischen diesen beiden Punkten , und setzt man das Gewicht 
der Bestimmung einer jeden der beiden Richtungen 3s= 1, so ist das 
Gewicht des Winkels nur » ^, oder die Genauigkeit des Letzteren nor 

16. 

Nehmen wir jetzt wieder die Gleichung (1) vor, nemtich 



m+m'+m^'f... 

welche den wahrscheinlichsten Werth von x giebt, wenn die beobach- 
tet«» Werlhe iV, ff', N', etc. bez. die Gewichte m, m, ta, etc. faaben. 

Wenn nun die Beobachlungen nicht unmittelbar x^N,xs=N', etc., 
sondern statt dessen ikt 3= n, a'si = n', etc. gegeben haben, wo a, a', etc. 
bestimmte, durch die Theorie der Angabe, welche auf die Bestimmung 
von X hinfuhrt, gegebene numerische CoefBcienten sind , dann ist in den 
aus diesen Gleichungen folgenden Werthen x^^, x'^^, etc. -^ ge> 
wiss amal genauer wie n, ~ gewiss a'mal genauer wie n', u.5.w., weil 
die Fehler, womit », n', etc. blattet sind, durch die angeführten Divi- 
sionen gewiss a, a', etc. mal verkleinert worden. Wenn nun die Ge- 
nauigkeit aller Beobachtungen , welche n, n', etc. gegeben haben , fbr 
dieselbe g^alten werden moss, so werden in Folge der Gleichung (8) 
die Gewichte der daraus hervorgehenden einzelnen Bestimmungen 



. = ^.. = ^,.-^.eu=. 




bez. 0', a\ a\ etc. sein, wenn p'=p'setc.sEl gesetzt wird. 


Es 


»ird daher jetzt 




m = a'f m' = o'', m" s= a'>, etc. 




ff = i, ff' = ^, ff- = £, etc. 
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und der durch die oben aogefUbrte GleichuDg lusgedrUckte wahrschein- 
lichste Werth von s bekommt 



a"+o"+a'"+ ... 

zum Ausdruck, und das Gewicht dieser Bestimmung ist ^a'H 



16. 

Wenn hingegen die Beobachtungen , welche n Oir ax, n' Oir a'x, n* 
für ax, a. s. w. gegeben haben, itir ungleich genau gehalten werden 
raüsseD , und zwar die erste fllr so genau wie das arithmetische Mittel 
ans p, die zweite fllr so g&nau wie das aus p', die dritte für so genau 
wie das aus p", a. ß. w. Beobachtungen von gleicher als Einheit ange- 
nommener Genauigkeit , so werden die Gewichte der einzelnen Bestim- 
mungen von ax, a'x, a'x, etc. zufolge der Gleichung (8) o'p, i^y, o'^*, 
etc. zum Ausdruck haben, und es wird also jetzt 

m a= a'p, m' = a"'p' , m" ^ o"^", etc. 
wahrend wie vorher die Gleichungen 

ff=^, iV' =>:■-, ^' = 5- «'"■ 
bleiben. Der allgemeine Ausdruck zu Anfeng des vor. Art. giebt folg- 
lich jetzt fdr den wahrscheinlichsten Werth von x den Ausdruck 

^^' ^ ~ po^+^'a'+p".!'»* . . . 

mit dem Gewicht = pa^+p'a'^+p''a'^+ . . . 

Man sieht, dass der am Ende des vor. Art. gefundene Ausdruck 
für x sich als einen speciellen Fall des vorstehenden ausweist , wie es 
auch sein muss, und dass der vorstehende in jenen übergeht, wenn man 
alle Gewichte p, p\ p", etc. einander gleich macht. 

Der eben gefundene Ausdruck fUr x kann auf zweieriei Weise ein- 
fach durch Worte ausgedrückt werden. 

1) Wenn man für die Bestimmung der Unbekannten x durch Be- 
obachtungen , die von einander unabhängig sind , die Werthe n. n', n', 
etc. erlangt bat, denen bez. die Gewichte p, p\ p', etc. beigelegt werden 
mOssen, nnd die mit der Unbekannten durch die Gleichungen 
ax := n, a'x ^ n', o"» ^ n, etc. 
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verbandeD siod , dann erhalt man deo wahrschemlidisteii Wertfa von s, 
wenn man jede dieser GleichuDgen mit dam Produkt des Gewichts der- 
selben in den CoefBcieoteD von x multiplicirl, die so abge&Dderteo Glei- 
chungen addirt, und aas dieser Summe x auf gewöhnliche Art ableitet, 
nemüch das bekannte Glied mit dem Goeffioienten tdo x dividirt. Das 
Gewicht dieser Bestimmung ist dem eben genannten Divisor gleich. 

2) Man bringe die gegebenen Gleichungen auf Gleichungen, die 
gleiche (venauigkeit haben, welches dem Vorhergehenden zufolge da- 
durch bewirkt wird , dass man sie bez. mit Yp, yy, Y^, etc. multi- 
plicirt, wodurch 

Vp.ax = Vp^n , Vp\ «'« ^ Vp. «' , yy. ax = V^.n , etc. 
erhalten wird. Hierauf multiplicire man jede dieser Gleichungen mit 
dem jetzt stattfindenden CoefGcienten von x , bilde die Summe dersel- 
ben, und dividire wieder das bekannte Glied mit dem nunmehrigen 
CoefGcienten von x. Es ist klar, dass der obige Ausdruck fUr x auch 
aus diesem Verfahren hervorgeht. 

n. 

Wenn die Bedingung, die das Vorbeigehende involvirt, nemlich 
dass die Unbekannte nnmitlelbar durch eine linearische Gleichung gege- 
ben sei, nicht erfüllt ist, so erleiden die erhaltenen Ausdrücke durchaus 
keine Aendernng. Um dieses zu zeigen, sei Oberhaupt 

fX=N 
wo fein Functionszeichen und X die Unbekannte ist , die Gleichung, 
welche die Lösung einer vorgegebenen Anigabe bildet, und so beschaffen 
ist, dass der vollständige Werth von N nur durch Beobachtungen erlangt 
werden kann. Sei £ ein genäherter Werth von X, und der wahrschein- 
tichste Werth dieser Unbekannten 

X= f + « 
wo £ 80 nahe richtig angenonunen wird, dass man mit der Berücksich- 
tigoDg der ersten Potenz von x ausreicht. Setzt man hierauf 

n = ,. 4f-o, iv-, = » 

so bekommt man 

ax ^ n 
Wendet man die Gleichung fX « N' auf einen anderen Fall an, der aber 
so beschaffen sein muss, dass die Unbekannte X keine Aenderong erlei- 
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det, und Dur in der Fanctioo f ausser N sieb eine oder mehrere Cod- 
stanten geändert haben, dann ergiebt sich eben so 

a'x sx n' 
u. s. w. Durch dieses Verfahren kann man jedem Fidle die der Wabr- 
scheinüchkeitsrecbnung za unterwerfenden Bestimmangen auf lineariscbe 
Gleichungen von der Fonn binfbhren, die im Vorberg^enden angenom- 
men worden sind. 

§. 3. AMsdekiog its T«i^ei^wdM ud dei FiU, fai mtitktm Mt 
Wcrthe ■ehrenr uibkb^^ UabdumBtei duck Betbaditugei n 



18. 
Bis jetzt ist angenommen worden, dass die durch Hülfe der Wahr- 
scbeinlichkeitsrecbnung zu lösende Angabe auf nur Eine UnbekaDDle 
hingeführt hat, wahrend von nun an die Falle betrachtet werden sollen, 
wo mehrere Unbekannten vorhanden sind. An den Inhalt des vor. Art. 
anknüpfend bemerke icb zuerst, dass auch in diesen Fsllen die Bestim- 
mung der wahrscheinlichsten Werthe der Unbekannten auf die Ermitte- 
lung derselben aus einem System von linearischen Gleichungen hinge- 
führt werden kann. Seien die Gleichungen , die die Auflösung der Auf- 
gabe bilden , 

f{X, X; X", etc.) = L 
Fix, X', X'. etc.) = L' 
if{X, X', X°, etc.) ^ L' 
n. s. w. wo f, F, if etc. Fnnctionszeiehen , X, X', X', etc. die Unbe- 
kannten, und L , L', V, etc. durch Beobachtungen zu ermittelnde Grössen 
sind. Nachdem man ^ch die gen&herten Werihe £, £', f', etc. der Unbe- 
kannten verschafft hat, welches immer möglich ist, seien die wahrscheiB- 
liebsten Werthe derselben 

1 Ä £ + « , X' = l' -+- a;' , X'sMsf-^x', etc. 

wo X , x, x', etc. so klein angenommen werden, dass man mit den ersten 

Potenzen derselhen a^sreicltt. Setzt man hierauf 

f{t. {', r. etc.) = X 

F{i, l*. I', etc.) = r 

f {t, f. i\ etc.) » X' 

etc. 
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(^)=- 


(-!) = '■ 


(^) = 


(^)=-'. 


(^)-6', 


(^) = 


C^)-«-. 


(^)-»-. 


(^) = 


etc. 




etc. 


so werden 







(10) 



a«-f- fr«'+ cdj'-f-etc. -Kil SS L 

1^* + b'x + (^a:" + elc. + i' = t' 

o'i + tV 4- cV + etc. + i° = L' 
etc etc. 

welche GleichnngeD die verlangte Form haben, und zu welchen bemerkt 
werden kann, dasE alte dnreh die Recbnung erhaltenen Grössen sich auf 
der einen , und die durch die Beobacbtungen erhaltenen Grössen sich 
auf der anderen Seite der Gleichheitszeichen befinden, gleich wie dieses 
in den ahnlichen Gleichungen des vor. §. auch statlfond. Setzt man 
ferner 

i — Asai, l' — X ^ i' , i,"— r « r, etc. 

so werden die vorstehenden Gleichungen 

ax+ bjf -h ex' + ^c. ^^ l j 

a'x-^- b'af + dx' •+■ etc. »s /' I 

o"ir + 6V + cV + etc. =! i" I 
etc. etc. ] 

in welchen , wenn die Beobachtungen nur nicht gar zu ungenau sind, 
oder die geniherten Wertbe i, ^, £', etc. der Unbekannten sich sieht 
allauwoit von deo wahren oder wahrscheinlichsten Werthen eDtferoen, 
die vMig bekannteD Glieder kleine Zablenwerthe haben. 

Sollte es sich nach der DurcbfhbruDg der Auflösung dieser Glei- 
chungen zeigen , daw die zu derot Briangnog angewandten geoSfaerten 
Wertbe { , £', £'■ etc. nicht so genau gewesen sind , dass mao loit deo 
ersten Potenzen von x, s!, af, etc. ausreichte, so giebt die Auflösung 
wenigstens mehr genSherte Wertbe der Unbekannten, durch deren Sub- 
stitution and Wiederholung der Aoflösang man genauere Werthe erhalt. 
Du 8. w. wenn nöthig. 

Fasse« wir vor aHem Anderen die Zahl der Gteichangen (40] und 
die Zahl der darin vorkonunenden Unbekannten in's Auge , so sind drei 
FaHe mt^kb, ra kann 
1) die Zahl däeaet GleiobangeD kleiner sein wie die der Unbekanntflo, 



dby Google 



598 P. A. Hanebr. [28 

2] die Zahl der GleichuDgeo denen der Unbekannten gleich sein, 
3) die Zahl der Gleichungen grösser sein, wie die der Unbekanoten. 
Im ersten Falle ist es hier, wie immer, unmöglich bestimmte Wer- 
tbe der UnbekaaDlen zu erbalteo , im zweiten lasst sich nichts weiter 
thon, wie die Gleichungen auf gewöhnliche Weise aufzulösen, und nur 
im dritten Falle filllt die Auflösung denielben in den Bereich der Wahr- 
scheinlichkeitsrechnung. Der dritte Fall soll daher im Folgenden stets 
als stattfindend angenommen werden, wobei der zweite Fall jedoch 
nicht unbedingt ausgeschlossen ist, da sich zeigen wird, dass die für 
den dritten Fall sich ergebende Auflösung auch auf den zweiten an- 
wendbar ist, alsdann aber dieselben Werthe der Unbekannten giebt, die 
man durch die gewöhnliche Auflösung erhält. 

49. 
Die Gleichungen {i 0) lassen sich sofort auf die allgemeinsten der 
im Vorbeigehenden betrachteten Gleichungen , nemlich auf 

ax ^ n , a'x ^ n , ax ^ n, etc. 
hinführen , es braucht daftlr nur 

B ^ l — bx' — ex' — ... 
»' sss /' — 6y — c'x' — ... 
n ^ T — fcV — ex' — ... 
etc. 
gesetzt zu werden. Die Grössen n, n', »", etc. haben zwar gegen\s^rtig 
keine bestimmte Werthe wie im Vorhei^henden der Fall war, son- 
dern hangen mit von den noch unbestimmten Grössen x, x', etc. ab. 
Aber die einzige Eigenschaft worauf es hier ankommt besitzen sie, sie 
sind Grössen, die durch Beobachtungen bestimmt werden, und die 
Functionen 

i — bx — ex' — ... 

[ — b'x — c'a;"— . .. 

t — 6V — cV — ... 
u. s. w. sind jetzt eben sowohl die durch Beobachtungen erlangten Wer- 
the von ax, (Cx, ax, etc. wie n, n', n', etc. im Vorhergehenden. Der 
Ausdruck (9) ist daher immer noch der wahrscheinlichste Werth von x, 
wenn den Gleichungen (10), oder vielmehr den in denselben enthalte- 
nen Grössen l, l', l\ etc. der R^he nach die Gewichte p, p', p', etc. 
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beigelegt werden. Subsütoirt man daher die vorsteheoden Werthe von 

tt, n', n, etc. in die Gleichungen (9) und setzt zur Abkürzung 
(ao) =s po* '*-p'a'* -i- pa'^ + ... 
{ah) ^ pflfr + pV6' + p'a'b' -t~ ... 
(fflc) as pac + p'a'e' -♦■ pVc' -4- . . . 

(al) ^ pal -i- p'dt + p'at -*-... 
so wird der wahrscheinlichste Werth von x 

(af) - {ab)iif - {a^nr - . . . 



Wenn nun durch anderweitige Bestimmungen die wahrscheiDltch- 
sten Werthe von x, x', etc. erlangt werden können, so giebt die Sub- 
stitution dieser einen bestimmten wahrscheinlichen Werlfa von x. Solche 
anderweitigen Bestimmungen sind zu erhalten , denn dasselbe Verfahren, 
welches wir eben zur Bestimmung von x angewandt haben, kann auch 
zur Bestimmung der übrigen Unbekannten angewandt werden. Setzt 
man jetzt 

n ^ l — ax — cx' — ... 

»' = l' — dx — ex' — ... 

b" sa /"' — a'x — ex — ... 
u. s. w. und substituirt diese in die (9) , nachdem sie in die folgende ab- 
geändert worden ist, 

I jAn + p'I>'k' +yt/'n"+ ... 

* — pft* + p-tf» +yi/'c"* . . . 

so wird der wahrscheinlichste Werth von x 



m 

wenn zur Abkürzung 

[bh) aa pfc' + p'h"^ + p"P -I- . . . 

(ic) s^ pbc-^p'b'c -i-p'b''C'+- ... 

(bi) =pbi+pbr-t-p''bT+ ... 

gesetzt wird. Eben so erhalt man Rir x' den wahrscheinlichsten Werlh 

-" _ W-Mx-ibcW-... 
(«4 ■ 
wo 

{cc) Ä pc^+pV* -t-p"c^ -*-... 

{el) sspcl-4-p'c'l'+pVI'+ ... 
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ist, und 60 ferner, wenn die Zahl der Unb^uDtea grösser ist. Da die 
fUr X, x, x", etc. eben entwickelten Gleichungen neben einander beste- 
hen mflssen , so erhslt man die wahrscheinlichsten Werthe der Unbe- 
kannten in bestimmten Ausdrucken durch wechselseitige Elimination 
derselben, aus den obigen Gleichungen, die auch wie folgt gestellt wer- 
den können 

[ {aa)x + {ab)x' + (<K:)a:" + . . . =s (o/) 
I {ab)x -»- {bhy + {hc)x' -I- . . . = (ÄQ 
I (flc)a;-|-(ic)a!' + (cc)a:'+ ... = (c/) 
I etc. etc. 



(H) 



20. 

Die im vor. Art. ertialtene Auflösung nnserer Au^abe kann erst 
dann als vollständig betrachtet werden, wenn nachgewiesen wird, dass 
das System von Gleichungen (11), auf welches wir gekonmieo sind, so 
beschaffen ist, dass in jedem Falle die Unbekannten daraus bestimmt 
werden können. Die erste Bedingung hiefUr ist, dass die Zahl der Glei- 
chungen der der Unbekannten gleich ist , und dass diese Bedingung er- 
füllt ist, lehrt der Augenschein. Die zweite Bedingung ist, dass von 
den gegebenen Gleichungen keine in den Übrigen enthalten ist. oder 
ihnen vnderspricbt, und dieses ist hier zu untersuchen. 

Bezeichnen wir die Gleichungen (11) zur Abktlrzung mit v^O, 
v'ssO, v'^0, etc., dann wird das Nichtvorhandensein der zweiten 
Bedingung zur Folge haben, dass sidi ane Gleichung von der Form 

v + ov'+^'-t- ES oder =: constante: 

aufetellen Iftsst, die unabhängig von den Unbekannten erfüllt ist, und 
umgekehrt, wenn eine solche Gleichung nicht vorhanden ist, dann ist 
die obige zweite Bedingung erfüllt, und die Unbekannten z, x\ x', etc. 
sind durdi die Gleichungen (11) bestimmbar. Substituirt man die Glei- 
chungen (11) in die vorstehende, und setzt, wie für das Erfülltsein der- 
selben nothwendig ist, die CoefBcienten der Unbekannten, jeden für 
sich, gleich Null, so bekommt man 

= (oa) -I- «(fli) -i-ß{ac) + . . . 

= \ab)-k-a[hh)-^ß{bc)-^ ... 

= {ac)-i^ti^bc)+ß{cc)+ ... 

etc. etc. 



(IS) 
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dereD Anzahl um Eine grösser ist, wie die der Unbekanotea a, ß, etc., 
und die also nur bedingungsweise erfüllt werden können. Seien 
f} aa pa ~t-apb +ßpc + ... 

ff' a« pV + ap'b' ■+■ ßp'c + . . . 
(*' a= pV + «^'6' + ßp'c + . . . 

etc. elc. 

»bebt man diese ins Quadrat , dividirt darauf bez. mit p, p, p', etc. und 
addirt, so wird in Folge der (12) 

woraus . da alle p positiv sind 

(isxiO, ^'=0 , ^'3:0, etc. 
folgt. Es wird also 

» a -¥-ttb-\-ßc + ... 
»» a'-i-o('+jSic'-l- ... 
3B a" + ab' + ßc" + ... 
etc. etc. 

Diese sind die Gleichungen (10), von welchen wir ausgegangen sind, 
mit dem Unterschiede , dass die völlig bekannten Glieder fehlen , und 
die Zahl der Unbekannten um Eine Ideiner ist. Den vorstehenden Glei- 
chungen kann aber nur in dem Falle GnUge geleistet werden, wenn un- 
ter ihnen eine so grosse Anzahl in den übrigen enthalten ist , dass die 
Zahl der von einander onabhEiDgigeii m — 1 ist, wenn m die Zahl der 
Unbekannten x, x, x", etc. bezeichnet. In diesem Falle können aber aus 
den (10) die Unbekannten fiberhaupt nicht bestimmt werden. Sind im 
Gegentheil von den vorstehenden Gleichungen gar keine, oder eine ge- 
ringere Zahl in den Übrigen enthalten , so kann weder diesen noch den 
Gleichungen (1 2) Gnoge geleistet werden , und die Gleichungen (1 1 ) 
bestimmen die Unbekannten unzweideutig. Wir kommen daher auf den 
Schluss, dass wenn durch die Gldchuogen (1 0) die Unbekannten entwe- 
der völlig bestimmt, oder mehr wie bestimmt sind , die (11) die Unbe- 
kannten völlig bestimmen , wenn aber im Gegentheil die (1 0) die Unbe- 
kannten unbesUmmt lassen , so ist dasselbe mit den (11) der Fall. 

Dieser Satz ergänzt die am Schlüsse des Art. 18 aufgestellten 
Satze. 
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21. 

Da nun durch die Ermittelung der Uabekannten aus deu (11) im 
ÄllgemeiDeD keine der (10) vollständig erfiitlt wird, so kann man nach 
einer Relation zwischen den ttbrig bleibenden Fehlem fragen , und es 
zeigt sich leicht, dass eine solche vorhanden ist und darin besteht, dass 
die Summe der mit den bez. Gewichten maltiplicirten Quadrate der 
tlbrig bleibenden Fehler ein Hinimutn wird. Denn stellt man diese Be- 
dingung auf, oemlich 

p{ax+ baf-i- cx'-^ ... — /)' 

+ p'{o'a:-»- 6V+ cV+ ... — T)' 

+ p'{ax + b'x' + ex' ■+■ ... — r)* + etc. = Minimum 
und entwickelt sie, so bekommt man die Gleichungen (11) wieder, 
gleichwie sieb im Art. H zeigte, dass die Summe der Quadrate der Übrig 
bleibenden Fehler bei der Beslimmuog Einer Uobekannten aus gleich 
guten Beobachtungen ein Minimum wird, wenn 'man das arithmetische 
Mittel aus allen BestirnnHiogen als den wahrscheiolichsten Werth der 
Unbekannten betrachtet. 

Den obigen Satz, den man sonst voran zu stellen pflegt, haben 
wir hier aus dem zu Anfang dieser Abhandlung au^estetlten Grundsatz 
abgeleitet, um zu zeigen, dass er eine nothwendige Folge desselben ist 

22, 
Zur Vollständigen Auflösung der Aufgabe , die uns jetzt beschäf- 
tigt, gehört auch die Bestimmung der Gewichte der Unbekannten x, x\ 
x', etc. Da das Verfahren , durch welches diese Unbekannten im Vor- 
hergehenden bestimmt worden sind , auf linearische Gleichungen geßlhrt 
hat, so ist es klar, dass man jede derselben als linearische Function der 
bekannten Glieder {al), (bt), {cl), etc. der Gleichungen (11) darstellen 
kann, und da wiederum jedes dieser Glieder eine linearische Function 
der durch die Beobachtungen unabhängig von einander erhaltenen 
Grössen I, /', V, etc. ist, so kann man aacb die Unbekannten als lioea- 
rische Functionen dieser letzt genannten Grössen darstellen. Seien 
daher 

/ X sss u -i- xr -i- i.T + ... 

(13) .... «'= »i+»T-i- «r+ ... 

( x'= fii + f^i'^fiT-^ ... 
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u. s. w. dann sind X, X', etc., x, »', etc., fi, ft, etc. besUmmte numeri- 
sche CoefScienten , deren Werthe jedenfalls znfolge des Vorbei^hendeo 
ermittelt werden können. Bezeichnet man nun die Gewichte dieser Be- 
stimmungen von X, a!, x', etc. mit P, P, P", etc. so wird sogleich in 
Folge der Gleichung (8) 



p" p ^ p' ^ r ^ •■■ 

0. 8. w. Durch die unbestimmte Auflösung der GleicbuDgeo (11) er- 
halt man 

X = (i,1)(o/) + (1,2)(i/)-|-0,3)(c/)-|- ... 
x' =(1.2)(a/)-l-{2,2)(fc/)-*-(2,3)(c/)-l- ... ! . - (U) 
x' ^ (1.3)(ai}-|-(2.3)(6/)+(3,3)(cf)-l- ... 
u. 8. w. WO (1,1). (1,2), etc. bestimmte numerische Werthe haben. Sub- 
stituirt man die Ausdrucke des Art. 19 fUr (at), (bt), etc. in die vorste- 
beoden Gleichung«!, so erhalt man 

x= j(1,1)po-l-(1,2)p6+(1,3)/.c + ...}/ 
+ j(1.1)pV + (1,2)p'6'+(1.3)j)V+ ...\l' 
+ etc. 
x' = j(1,2)po + (2,2)j>6 +{i,3)pc-*- ...\l 
+ t(1,2)pV-|-(2.2)p'6'-l-(2.3>V-l- ...\V 
-♦- etc. 
u. 8. w. Vergleicht man diese mit den (1 3] , so wird 

X = (1.1>a +(1,2)p6 +(1.3)pc + ... \ 

i' = (1,1)pV + (1,2)p'6' + (1,3)pV -*-... . . (15) 

etc. ; 

m — (1,2)pfl +(2,2)p6 +(2,3)pc -i- ... \ 
% = (1 ,2)p'o* -I- (2,2)p'6' -I- (2,3)p'c' + . . . j . . (16) 
etc. ) 

u. 6. w. Mottiplicirt man aber die ursprünglichen Gleichungen (1 0) der 
Reihe nach erst mit X, X, X', etc. und addirt, dann mit «, x', %, etc. und 
addirt, u. s. w., so ergiebt sich 

{Xa)x ■¥■ {Xb)x' + {Xc)x' -§-... = («) 
(ica)x + {Kb)x' + {Mc)x''+ ... =s {»[) 

B. S. W. wo 

Ahkidl. i. K. S. GaHllich. i. WiiMUct. XIII. 1$ 
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(Ao) « ia-*-ÄV+iV+ ... 

(;/)=' i'+A'''+A'r+ ... 

{k6) ä )(6 + x'6'+xV+ ... 

a. s. w. Aber in Folge dies^ Bezeichouag geben die GleichungeD (13) 

X = (i/) , ar' = (kQ , x' = {^1) , etc. 
und folglich werden 

(17) . . . (»oj = , {*b) = \ , (»c) « 
( (pa) = . (jib)^0, {/ic) « 1 
n. a. w. Haltipliojrt man tuerauf die (1 5) der Reihe nach mU -^ , ~- , 
^ , etc. und addirt , so wird in Ft^ge der vorstehenden Be^ngungs- 
gleichungen 

7- + f + f +••■ = {'.<) 
die Gleichungen (1 fi) geben auf ähnliche Art 

■f + f + f +... = (S,«) 
und aaf dieselbe Weise bekonunt man 

f + f + ^+.--(3.3) 

u. s. w. Es folgen hieraus fllr die Gewichte die folgenden eingeben 
Ausdrücke, 

p -_ _!_ p 1_ pf !_ ptr 

die auch wie folgt durch Worte beschrieben werden können. Um die 
Gewichte der Unbekannten x, x\ x\ etc. zu erhalten, mnss man die 
Gleichug»! (11) unbestimmt aufktso», worauf das Reciproke de« Coef- 
ficienten von (of) im Ausdruck von x, das Gewicht von x, das Reciproke 
des Coefficienten von (6j) im Ausdruck von x, das Gewicht von x', das 
Reciproke des floefficieDten von [et] im Ausdruck von x', das Gewicht 
von x", u. s. w. ausdruckt. Das einfachste Verfahren um sowohl diese, 
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wie die übrigen GoefficieDten der unbestiiamtea Elimination zu erhalten 
wird weiter unten angegeben werden. 



23. 

Da Fälle vorkommen könneo , in welchen nicht nur die I 
von X, jf, x', etc., sondern auch die Kenntniss von Functionen derselben 
verlangt werden, so soll hier noch der wahrscheinlicbsfe Wertb einer 
linearischen Function dieser Grössen , nebst dem Gewicht dieser Bestim- 
mung abgeleitet werden. Die Function sei die folgende, 

K =s h-^ex + s'x' + «V -h . . . 
wo k, e, e, t, etc. gegebene numerische Grössen sind. Es ist nnn ohne 
Weiteres klar, dass der wahrscheinlichBte Werth von K durch die Snb- 
stitation der im Vorhergehenden ermittelten wahrscheinUchsten Werthe 
von X, si, x', etc. in den vorstehenden Ausdruck eriialten wird, und 
es wird sich daher hier nur um den Ausdruck des Gewichts dieser Be- 
stimmung handeb können. 

EUminirt man x, x\ x", etc. im vorstehenden Ausdruck lUr K durch 
die Gleichungen (1 3), so wird 

K = k-t-{ei. + eii -l-eV + ■■•)' 
-»- {f A' -I- »V -l-eV -♦- ...)f 

-i-(»i''-h«v -*-*>'-»- ...)r+ etc. . . {^s) 

und da hier K durch die durch Beobachtungen erhaltenen Grössen l, V, 
r, etc. ausgedruckt Lsi, so giebt die Gleichung (8) ftir das Gewicht von 
K, wenn wir es mit Q bezeichnen, sogleich den folgenden Ausdruck, 

Q P 

"^ v 

-t- (^^"-^'''-y +■-)- + etc (19) 

Haltiplicirt man aber die Gleichungen [i 5) der Reihe nach mit -^ , — r , 
-rr . etc. und addirt , so ergiebt sich in Folge der Bedingungsgleichun- 
gen (1 7) sogleich 

ix l'n' _, l'V _, ti Q\ 

— -1--^ + -^ + ••• = l^.*) 
und auf dieselbe Weise bekommt man 
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.iL+/v.'_+a: + .,. = (,,3) 

f- + f^ + f^+-,=(ä.3) 
u. s. w. Durch ÄDwendung dieser Gleichungea auf den Ausdruck (Ür 
-^ erhalt man, nachdem die darin vorkommenden Quadrate entwickelt 
'worden sind , 

-^^6^(1,1)+2«'(<,2) + 2m''(1,3) -I-... 
+ e'M2.2) + 2fV(2.3) + ... 
+ 6"»{3.3) -k- ... 
+ ... 
womit die Aufgabe gelöst ist. Man erkennt leicht, dass die obigen 
Ausdrücke fUr die Gewichte P, P. P", elc. specielle Falle vom Vorsie- 
henden sind, wie auch nicht anders sein kann. 

S4. 

In Bezug auf die im Vorhergehenden abgeleiteten Ausdrucke ftir 
die Gewichte P, P , P, etc. und Q sind noch ein Paar wichtige Bemer- 
kungen zu machen. Die anfänglich erhaltenen Ausdrucke fär diese Ge- 
wichte gelten nicht blos für den Fall , in welchem man die wahrschein- 
lichsten Werthe der Unbekannten anwendet, sondern in jedem tlber- 
baupt möglichen Falle. Die Ausdrücke für x, af, x", etc. können in jedem 
Falle auf die Form gebracht werden , die ihnen in den Gleichungen (1 3) 
gegeben worden ist , und wenn man nun blos die ursprünglichen Glei- 
chungen {^ 0] betrachtet , die die Unbekannten mit einander verbinden, 
so kann diesen auf unzahlig viele Arten bis auf Weniges Gnüge geleistet 
werden. Jede verschiedene Art der GnUgeleistung derselben wird auf 
die Gleichungen (1 3) keine andere Wirkung äussern , als dass die darin 
enthaltenen CoefScienten X, X', etc. », x', etc. fi, (i, etc. andere Werthe 
annehmen , und folglich die Unbekannten selbst auch. Wie aber nun 
auch die Werthe der eben genannten GoefGcienten sein mögen, die Aus- 
drucke der Gewichte , die Functionen derselben CoeßicieoteD sind , be- 
balten ihre volle Geltung , und geben jedes Mal das Gewicht der ansge- 
fllhrlen Bestimmung der Unbekannten , und dieses gilt nicht nur fllr die 
genannten Ausdrucke fUr P, P', etc. sondern auch fUr den Ausdruck Air 
Q , der ausdrücklich Function der oben genannten CoefGcienten i., A',etc. 
X, »', etc. etc. ist. 
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Die SubstitutiOD derjenigen Werthe der eben genannten Coefficten- 
ten , die die wahrscheinlichsten Werthe der Unbekannten geben , muss 
nun vor aUen Substitutionen anderer Werthe derselben den Gewichten 
die Eigenschalt verleihen, dass sie Maxima werden. Denn gKbe es ir- 
gend andere Werthe dieser CoefEcienten , die den Gewichten grössere 
Werthe verleihen könnten, so würden diese, und nicht jene die wahr- 
scheinlichsten Werthe der Unbekannten geben. Dass in der That die 
Werthe der genannten CoefGcienten , die im Vorhergehenden als die- 
jenigen ermiilelt worden sind , die die Werthe der Unbekannten zu den 
wahrscheinlichsten machen, auch die Gewichte zu Maxima machen, soll 
jetzt bewiesen werden. Da P, F, etc. specielle Werthe von Q sind, so 
braucht der Beweis nur für Q durchgeführt zu werden. 



Denken wir uns jetzt unter den CoefGcienten X, l', etc. x, x, etc. 
/(, fi, etc. etc. der Gleichungen (13) nicht diejenigen, die durch das 
oben abgeleitete Verrahren erhalten worden sind, sondern solche , die 
irgend eine beliebige Combination der Gleichungen (10) gegeben hat, so 
wird der daraus entspringende Werth der Function K immer noch durch 
die Gleichung (1 8) , und das Gewicht dieser Bestimmung durch die Glei- 
chung (19) gegeben sein. Untersuchen wir hierauf, wie die oft genann- 
ten CoefGcienten bestimmt werden massen. wenn der Gleichung (19) 
die Bedingung untergelegt wird , dass Q ein Maximum werde. Sei 

ji ^ ei + «'« -f- e'/* "*" ■ • • 
^4" ^ ei' -f- ex ■+■ e% -f- . . . 
^ ^ ei" -I- eV -I- ä'[i' -fr- . . . 
u. s. w. dann muss 

T = ^*^+-r* M 

in Bezug auf die Functionen A,A', A", etc. ein Minimum werden. Diese 
Functionen sind nicht von einander unabhängig, sondern unterliegen 
einer Anzahl von Bedingungen, die man leicht erhalten kann. Multipli- 
cirt man die Gleichungen (10) der Reihe nach mit i, i', i", etc. und ad- 
dirt, so bekommt man in Folge der (1 3) 

oi -♦- fl'i' + a'i" + . . . s= \ 

6i-l-fe'i'-i-AT-i- ... = 

ci-4-c'i' + c"i'-|- ... = 
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u. s. w. Multiplicirt man femer die [1 0] mit » , »', %", elc. und addirt, so 
ergiebt sich 

ax •¥■ OK + a» -|- . , . tss 

h% + h'% ■+. fcV -4- , . . = i 

c»-^c* -^ cV+ ... ^ 
o. t). Vi. und eben EO bekommt man 

a/i-t-a'/* + aft-i- ... ^ 

bf* + 6'^' -I- b"ft -»-...=! 

Cft-^Cfi -i-Cfi-^ ... SS 1 

u. s. w. Um diese Gleichungen zu Functionen der j4. A\ etc. zu ma- 
chen , multiplicire man die erste Gleichung einer jeden Gruppe der Reihe 
nach mit e, e, e", etc. und addire. Mit den zweiten, dritten, u. 8. w. 
Gleichungen verfohre man eben so , worauf die folgenden erhalten wer- 
den 

iaj -ti> d J' -t- a^° ■+■ ... SS B 
hA-^b'jt'-^h"A" + ... = e 
cA ■+■ c'A' + cA" + ... as / 
u. s. w. welche die Bedingungs'gleichungen sind , auf die es hier an- 
kommt. 

. 26. 

Um nun die Bedingungsgleichungen fttr das Htniroum des Aus- 
drucks (20) zu erhalten mllsste man erst durch die vorstehenden Glei- 
chungen, deren Anzahl kleiner ist wie die der^, ^', etc., von der letz- 
teren so viele wie möglich eliminiren. Allein es ist bekannt, dass man 
statt dessen die BedingungsgleichungeQ , jede mit einem verschiedenen 
Factor multiplicirt, zur Function die ein Minimum werden soll addiren, 
und dann nach der Differentiation alle Differentiale von einander als un- 
abhängig betrachten darf. Multiplicirt man daher die obigen Bedingungs- 
gleichungen der Beihe nach mit den Factoren — 2A, — 2ß , — 2C, etc., 
und addirt sie zur rechten Seite des Ausdrucks (20) , so wird 

p -»- p' -^ p" + ■• 

— taAA—UA'A—iaA'A— ... 

— 2 bAB — 2 b'AB — 2 b'A'B — . .'. 

— icAC—icA'c—icjrc— ... 

etc. etc. 
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die FoDctioD, die ein absolutes MtDimam werden muss. Differentürt 
man , und setzt die Coefficienten eines jeden der Differentiale lUr sieb 
gleich Null , so werden 

^_oA — &Ä — cC— ... « 1 
I 

^ — a'A-6'B-c'C— ... = l . . . (22) 

j^ — a'A—h"B — cC— ...» ) 

u. 8. w. die BedinguDgsgleichungen des Maximums von Q. Eliminirt 
man nun mittelst der vorstehenden Gleichungen die ji, A', etc. aus den 
(21) , so bekommt man 

(a6)4-l-(fc6)ß+(ic)C+ ... ^ e' ! . . . . (23) 
{ac)A-^{hc)B'k-{cc)C-^ ... = e' ) 

a. s. w. wo die Coefficienten [tuii, {ah), etc. dieselbeit sind wie im Art. 
19. Diese Gleichungen, deren Anzahl der der Factor^i A, B, C, etc. 
gleich ist, dienen zur Bestimmung dieser letzleren. Durch Einführung 
der Functionen A, J', etc. in die (18) bekommt man 
K=s k^Al-k-Ar-^-AH'-^ ... 
und die GliminatioQ der A, A', etc. hieraus, vermittelst der Gleichun- 
gen (22). giebl 

K^k-t-A{at)+B(bl)-hC{cl)+ (24) 

wo wieder die CoefficieDlen (oJ) , {b[), etc. diesribeo sind wie im Art. 1 9. 
Hiemil ist unsere Angabe gelost, und es ist nur noch die Bedeutung 
dieser AnftOsmig zu notersuchen. 



27. 

Löst man die (23) unbestimmt auf, so ei^ebt sich 

A = (1.1)eH.(1,2)e' + (1,3>' + '... 
B = (1.2)e+(2,2)e' + (2.3>''+ ... 
C= (l,3> + (2,3y + (3.3>"-|- ... 

D. s. w. WO nothwendiger Weise die Coefficienten (1,1). (1t2)> etc. die- 
selben sind wie in den Gleichungen (14), und eliminirt man hiemit 
A, B, etc. aus (24) so kommt 
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ir= A+{(1,1)(a/) + (1,2)(fc/) + (i.3)(ci)+ ...\e 
+ \{i ,i){al) + (2,2}(fcÖ ■+■ (2,3)(cÖ +...}*' 
+ [(2,3)(a/)+{2,3)(6^ + {3,3)(c/)+ . . . j e" -*- etc. 
Die Factoren von e, «', e°, etc. sind zufolge der Gleichungen (1i) die 
wahi'scheinlichsten Werthe von x^ x, x', etc., und folglich ist der Aus- 
druck (24) von K mit dem, im Art. als den wahrscheinlichsten, Werth 
von K erkannten identisch. 

Für die Grössen x, x, x, elc. ergiebt sich dasselbe. Denn setzt 
man fc^O, e:=1, e' :s e" =s etc. =s , so geht Kra x über, setzt man 
Ä=0, e = 0, «'äI, «°=aetc. äO, so geht K'vix über, ii.s.w. Fuhrt 
man aber diese Substitutioa im vorstehenden Ausdruck von K aus , so 
bekommt man die durch die(1i] ausgedruckten wahrscheinlichsten Wer~ 
the von x, x, x, etc. wieder. Es ist also hiemit der Satz bewiesen: 

»Die durch Anwendung der wahrscheinlichsten Werthe der Unbe- 
kannten , oder irgend welchen Functionen der Unbekannten sich erge- 
benden Gewichte dieser Bestimmungen sind Maxima , und jede andere 
Bestimmung derselben fllfart auf Gewichte die kleiner sind.« 



§.3. Ansdehuug itx Uslier behudclt« AafgaW aif 4« Fall, w 
welcheH lUe Uihekaut«! aicht toi eiiaider ■labkäHgig sind. 

28. 
Bisher ist angenommen worden, dass die Unbekannten x, x, x", etc. 
voneinander unabhängig seien, da aber Falle vorkommen, wo dieses 
nicht der Fall ist, so soll jetzt angenommen werden, dass zufolge der 
Aufgabe, aufweiche die Wahrscheinhchkeitsrechnung angewandt wer- 
den soll , zwischen den Unbekannten Eine oder mehrere Bedingungs- 
gleichungeo stattfinden. Es ist an sich klar , dass die Zahl dieser Bedin- 
gungsgleichungen kleiner sein muss wie die Zahl der Unbekannten, 
denn waren diese beiden Zahlen einander gleich, so wurden die Un- 
bekannten daraus ohne Zuziehung von Beobachtungen bestimmt werden 
können , und wSre die Zahl der Bedingungsgleichungen grösser wie die 
der Unbekannten , so könnten letztere gar nicht bestimmt werden. Seien 
nun in grösster Allgemeinheit die Bedingungsgleichungen 
it>{X, X^T, ...) = 

x(x, r, r, ...)« 
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u. s. w, wo v< Z< ^^- FuQctioDszeicheD sind, so verfahre man zuersl 
wie im Art. 18 gezeigt worden ist. Man setze wieder 

J=i-i-x , X'=|'+a:' , X"=|"+a:', etc. 

V{£. £',£". -■■) = /■ 

z(l,£',r,...)=ff 

etc. 

u. s. w. dann bekommt man die folgenden linearischen Gleichungen 

= gj; + q'x -¥■ qx' +...-*-/" 

= f j; + rV + rV -4- . . . + j 
u. s. w. Da diese Bedingungsgleichungen als solche. betrachtet werden, 
die aus der Theorie der Aufgabe , die auf die Unbekannten x , ^, x, etc. 
hingeführt hat , entspringen , und von den Beobachtungen unabhängig 
sind, so müssen sie vollständig erfüllt werden , denn jedes System von 
Werthen der Unbekannten , welches diesen Gleichungen nicht vollstän- 
dig gnUgt, ist gewiss falsch, und kann daher unmöglich das wahrschein- 
lichste sein. 

Die Auflösung unserer Aufgabe, die sich zunächst darbietet, ist die 
folgende. Wenn q die Anzahl der Bedingungsgleichungeo bezeichnet, so 
kann man aus denselben durch die Elimination eine Anzahl q der Unbe- 
kannten in Function der übrigen darstellen, eliminirt man nun durch 
diese Gleichungen aus den (1 0} diese q Unbekannten , dann sind die 
übrigen Unbekannten von einander unabhängig, und die gegenwärtige 
Angabe ist auf die des Art. 18 u. f. hingeführt. Der weitere Verlauf der 
Auflösung ist also mit der im vor. § ausgefltbrten identisch. 

29. 
Ich nehme zu dem Ende an, dass in den Gleichungen (10) ausser 
den dort angeführten Unbekannten i, x, x", etc. auch die Unbekannten 
x^ , x„ . etc. vorkommen , und dass die letzteren es sind , die sich zur Eli- 
mination durch die Bedingungsgleichungen eignen. Es ist nemlich an 
sich klar, dass nicht in allen Fallen beliebige Unbekannte durch die Be- 
diogungsgleichungen eliminirt werden können. Die Gleichungen (1 0] sind 
also jetzt die folgenden, 
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iax+ bx'-t-cx" + ... ■+• i,« -+• c,a;^+ ... ^ l 
dx + 6V + cV + ... -f- 6/«, + c'x^ -t- . . . » i' 
o"x+6V+cV-+- ... 'i-b'x^-t-e'x^+ ... = C 
u. 8. w. Auf gleiche Weise schreibe ich die BedinguiigsgleichuDgeD hin, 
indem ich zur besseren Uebersicbt eine dritte Gleichung, so wie eioe 
dritte UnbekanDte der zweiten Gattung hinzudlge, 

iss qx-i- q'x + q'x" •+■ ... + g x_ + qje^ + qj;^ +... + /' 

= ra;+r'a;'-f-r'a:'+ ... •i-f,^, + f,^,-*-^„^„-*- •■.-*• g 

:= «af + s'x' •+■ t'x' + . . . 4- * « H- s^x^ -♦• 8^x^ + . . . + A 

u. 8. w. Um hieraus x,, x^, x^, etc., jede fUr eich, in Function der x, x', 

x', etc. darzustellen lehrt der Augenschein , dass die folgenden Gleichuu- 

gen aufgelöst werden tntlssen, 

+ /■; Ä ?,^ + 9„(«'+?,i«"-*- — +9 
+ g ; =s r_ft+r^ti'+r^fi'-k-...-t-r 
-l-Ä ; Ä « ^ + s„/*'+«^^"-|-... + 8 



= ?,?+?/+?/'+■■ 
=r,f+r„f'+r^"-i-.. 

= «,f+«„f'+8/'+., 



etc. 

= s^v-i-8y-i-sy+.. 
etc. 



H/; 



etc. 

= r(.-|-r,()'+r^p"+., 
etc. 



etc. in welchen allen die CoefBcienten der Unbekannten immer diesel- 
ben sind. Hat man hieraus f , f'. etc. /i, fi, etc. v, v, etc. ^, p', etc. etc. 
ennitteh, so werden 

ix^ =sf -|-/*a;-f-»'x'-f-()a!'+... 
X, = f +^'3; + »''a!'+(>V+ ... 
x^ = f "-f- /*"a; + v'x -¥■ pV + . . . 
u. s. w. Setzt man nun 



a — a-i-h^fi+c^fi+ ... 


a' ^ ä-i-blfi-^e'ft 


6 = b + b,p+cr' + ... 


V = b'-i- b'v + c/y' 


c = c+i(H-ii,(i' + ... 


c' = c' + *,'(! + c 'p' 


>= l-b,(-c,i + ... 


n'-r-i'f-c;? 


a' = o' + ft^V -*- «.V -*• 




l" = 6'+»'i'H-c,V + 




c' — c"+Ä/(> + c,V-l- 


etc. 


i-= r — i'f — cV ■♦- 
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dann gehen die (25) in die folgeodeo Über, in welchen alle Unbekannten 
von einander uDabbSogig sind 

ojr-HW+cx'-h... = n| 

a'j: -♦• bV -»- cV -I- . . . Ä= ti' i . . . . (27) 

a'x + bV + c V + . . . Ä n" 1 

u. 8. w. Diese Gleichungen milsseD also demselben Verfahren unter- 
worfen werden wie die (1 0), und die der (1 1 ) analogen , die daraus 
hervorgehen, geben die wahrscheinlichsten Werthe der Unbekannten 
X, af, x", etc. Man muss nemlich zuerst die folgenden Coefficienlen 
bilden 

(ao) 5= pa' -*- p'a'^ + p'a"' -h ... 

(ab) SS yab + p'a'V ■*• p'aT + . . . 

(an) ass pan -i- p'a'n' + p'a'n -h ... 



(bb)==pb' + pV> + pT*-i-... 
(bn) s=! pin + p'h'n' + p'iY + ... 

u. 6. w. wenn wieder p, p, p', etc. die Gewichte der Bestimmungen 
von / , V, r, etc. bezeichnen. Sind die vorstehenden Grössen berechnet, 
so ei^eben sich durch die Auflösung der folgenden Gleichungen 

{üa)x + {ahy + {at)a:' -i- ...» (an) | 

(ab>r + (bb>E'-*-(bc)a:' + ... «(bn) [ • - • (28) 

{at)x ■+■ (bt)x' -♦- (ct>r'' + . . . = (tn) J 

a. B. w. die wahrscheinNchsten Werlhe von x, x', x', etc. und substi- 
(airt man die fiir diese erhaltenen Werthe in die (26), so ergeben sich 
die wabrscbeinliehsten Werthe von x^,x,x, etc., womit alle Unbekann- 
ten erhalten sind. 

30. 

Die Gewichte dieser Bestimmungen von x, x', x, etc. haben die- 
selben AnsdrOcke wie in der vorhergehenden Aufgabe, da die Analyse 
des Art. 22 , nachdem a,h, etc. l , d, etc. in a , b , etc. n , a', etc. ver- 
wandelt worden sind, ohne Abänderung wieder staltfindet. Sei also 
durch die unbestimmte Auflösung der Gleichungen (2S) 
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X = (/, /) (an) ■*■ (/, //) (bn) + (J, III) (cn) + . 
i' = (/. 11) (on) + (//, //) (bn) + (H. III) (tn) + . 
X- = (I.III) (on) + (//. ///) (bn) + (///. ///) (m) + . 
. w. erhalten worden, daoD wird 



P=l 



P' = 



■ ; etc. 



■(/,/)• {II, II) ' (///.mj ' 

wenn wieder P, P', etc. die Gewichte der vorstehenden Bestimmungen 
von X, X, etc. bezeichoeD. Da die x^, x^, etc. zu Functionen der x, x', 
etc. gemacht worden sind, so werden ihre Gewichte eben so bestimmt, 
wie das der Function K des Art. S3, und der dort (Ur dieses Gewicht 
erhaltene Ausdruck giebt nach AbändeniDg der Bezeichnungen die Ge- 
wichte der obigen Bestimmungen von x_, x^, etc. Bezeichnet man diese 
Gewichte niit P,, P^, elc, so ergiebt sich sogleich 



^='f-'[i.i)- 



- = f''ii.i)- 



■ ifir (/, //) - 

+ v'{n,ii)- 



■ 2«) (/, ///) - 

■ 2»f (//, ///) - 
i p> (///, ///) ■ 



V'(A//) + ä»"'«!' (/,/") + 

+ »'• (//. //) + 2»V (//. III) + 
+ (■^(111,111) + 



u. s. w, womit die Gewichte alter Unbekannlen bestimmt sind. 



VoD der eben gelösten Aufgabe ISsst sich eine andere Auflösung 
geben, die auf elegante Relationen fahrt, aber statt genau dieselbe Auf- 
gabe wieder vorzunehmen, will ich die folgende etwas allgemeiner« 
au&tellen *). 



Seien wie früher 



Allgemeine Aufgabe. 

if (X, x; X", . . .) = 
z(x,z-,r,...)=-o 

etc. 

S. Schum. Astr. Nachr. Bd. XVI. No. 361. 
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eine Aozahl von GleichuDgen, die, durch irgend eine Theorie gegeben, 
zwischen den UnbekanDten X, X', X°, etc. stattfinden, deren Anzahl 
aber kleiner ist wie die der Unbekannten, so dass letztere dadurch nicht 
völlig bestimmt sind. Es wird nun angeDommen , dass es möglich wird 
alle Unbekannten zu bestiounen , wenn man die Werthe L, L', etc. ge- 
wisser Fancüonen 

f [X,X\X\...)^l 

F(Jt, X', X', ...)^L' 
elc. 
durch Beobachtungen enniltelt, und man fragt in dem Falle, wo die An- 
zahl aller Functionen yp, x, etc. f, F, etc. grösser, oder wenigstens nicht 
kleiner ist wie die Anzahl der Unbekannten, nicht nur nach den wahr- 
scheinlichsten Werthen dieser, and den Gewichten dieser Bestimmungen, 
sondern auch nach dem wahrscheinlichsten Werthe irgend einer Fonction 
Jl derselben Unbekannten und dem Gewicht dieser Bestimmung. 



Auflösung. 

Die Functionen bereitet man, wenn sie nicht ursprunglich linearisch 
sind, alle auf dieselbe Weise vor, wie in den Artt. 18 u. S8 gezeigt 
worden isu ' Die dort eiDgefUhrten Bezeichnungen sollen hier beibehalten 
werden. In Bezug auf die Function J2 sei 



J2 {X. X', X', 



..)=» 
m-"-- 



und somit beruht die Aufgabe auf die Behandlung der folgenden Glei- 
chungen 



(S») 



ax+ b'x'+c'x'-t- 


.. s C 


ax+ b"x'-t- cV+ 


.. = r 


elc. 


elc. 


+ q'x' + }V + . . 


. + /-=o 


-f- f V H- rV + . . 


.+9=0 


+ «V + «V -1- . . 


+ *=0 




elc. 



Jl ÄS lo + kx-t-k'jf + k'x' •+■ . 



(30) 
(8t) 
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Die ÄDEBhl der Gleichungen (29) sei m, die Anzahl der (30) sei 9, and 
die der Unbekannlen x, x\ x', eU;. sei n. Es ist nun hier Bedingang, 
dass 

q <n , tn-^q >« 

oder wenigstens nicht in-t-q<in sei. Gs folgt hieraus aher nicht, dass 
nothwendig m > n sein muss, wenn gleich dieser Fall eintreten kann, in 
Bezug auf m und n sind vi^mehr alle drei FSite 

m<ft, m =t n , «>« 
möglich. 

32. 

Wie man nun auch die x, x', x', etc. aus den obigen Gleichungen 
besümmen mag, die Ausdrücke derselben können wieder nur liDeariscbe 
Functionen von ^ l', C, etc. f, g, h, etc. sein , und sie haben daher die 
folgende Form 

ix = ff + f r -I- fT + . . . — 9/" — ;r5 — fft — . . . 
s' = 0/ -I- ÖT -*. Ö'r -*.... — (f!f— x'g — ip'k—. . . 
«' SÄ (»/ -n>'f -I- pT + . , . — fp'f — x'ff — V°^ — • ■ • 
u. s. w. wo f, f', etc. fl, fl", etc. p, p', etc. <p, 9', etc. x, x- etc. ifi, tp', etc. 
numerische, jetzt noch unbekannte, Coefficienten sind. Die Anzahl die- 
ser Gleichungen ist = n , und die Anzahl der eben genannten unbe- 
kannten CoefGcienteD ist a= n(r»-+-g), aber diese Unbekannten sind 
nicht völlig von einander unabhängig , sondern hängen durch eine An- 
zahl ^ n* von Gleichungen g^enseitig von einander ab, so dass in der 
That nur eine Anzahl =s n (m+ g — n) dieser Unbekannten von einander 
unabhängig sind. Um die Gleichungen, die zwischen diesen Unbekann- 
ten stattfinden, zu erhallen, multiplicire man die Gleichungen (29) der 
Reihe nach mit S, £', £', etc. die (30) mit 9, Xt ^> etc., und addire die 
Ihttdnkte, worauf die Vergleichong mit der ersten (32) die folgenden 
Gleichungen giebt, 

&i -h S'a + C't* + •■•■*' vq ■*' X^ ■*• V^ ■*-•■■ = 1 

^ -i- ^b' ■*• C'b' •*-...-*- giq' -t- xr' + y» -t- ■.. = fi 

fc + C'c + fV -♦-... + tpq'-t- xr'-h V«'"*- ■ . . = 

u. 8. w. Multiplicirt man hierauf dieselben Gleichungen der Reihe nach 

mit 6, Sf, (f, etc. und ip', z', ^', etc. and addirt, so giebt die Verglei- 

chung mit der zweiten (32) 
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9a -f- tfo' -I- fl"ö' + . . . -1- ip'q ■+• x'^ + y}'8 + . . . = 

ei 4- e'ft'-l-öT + ... + vY"** x'r' '*• v''' •*- ■ ■■'— < 

Öc + (J'c + Ö"c" + . . . + v'q'-t- z'r'+ v'«'+ • ■ ■ =» 
Q. s. w. und eben so ei^ebt sich 

(*o -I- ^'a + pV + . . . + y"? + A ■*- V'* + - . . s= 
p6 -♦- p'6' -H (*"!»' + ... + 9>"?' -H /r' + yV -h . . . »■ 
^ + f'c + pV -*.... + y'g" -H /r'+ tpV +... = < 
u. 8. w. u. 8. w. Man erkenat leicht, dass die Anzahl alter dieser Glei- 
chungen ^ n' ist, wie oben angefUhrt wurde. 

33. 
Wm man nan auch die UnbekaanleD x, x', etc. bestimmen mag, so 
folgt aus der (31), nachdem man x, x', etc. durch die (38) eliminirt hat, 
dass 

Jlzs fa-^Jl-^J't-k-J'f -¥■... — af—ßg—rh — ... . (33) 
wird, wenn man 

^ Ä fcf + A'fl + ft'p + . . . I 
A = fcf + k'fl' + ftV+ • ■ ■ 
J'= ftf'-i- ky* AV+. . . 

elc. 
a ^ hp -^ k'qt' + Ä"^»' + ■ ■ . 

/? = fcjr + Äy + fcV + . . . 

y =5 fcy -H fc'i/»' + ftV + . . . 

etc. 

setzt, Dod wenn man das Gewicht dieser Beslimmiing von Jl mit P be- 
zeichnet, so wird zufolge der Gteichong (8) 

wenn wieder p, p', p', etc. die Gewichte der Bestimmungen von l, t, t, 
e(c. bezeichnen. 

Wir wollen jetzt zur LOsoog. unserer Aufgabe den im Art. 27 be- 
wiesenen Satz anwenden, zufolge dessen durch die wahrscheinlichste 
Bestimmung der Unbekannten die Gewichte Maxima werden. Es muss 
demzufolge die rechte Seite der Gteichang (36) zu einem Minimum ge- 
macht werden , und dieses wird wieder eia sogenanntes relatives Mini- 
mom, da die A, A', A", etc. nicht von einander unabhängig sind. Die 



{3t) 



(85) 
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BedingungsgleichuDgen zwischen den ebep genannten Grössen eriiSlt 
man aus den im vor. Art. erhaltenen Gleichungen, eben so wie am eben 
a. 0. Man multiplicire die erste Gleichung einer jeden Gruppe dieser 
Gleichungen der Reihe nach mit ft, k', h', etc, und addire, und behandle 
die tlbrigen Gleichungen eben so, dann ergeben sich 

jia + A'a! + A'a' + ... + «? + (?»■ + /»+....=/! 

(37) yib -I- yl'b' -i- A'b' -*•...+ aj' -I- /ft' + y«' + = Ä' 

Ac ■+' A'd + A'c +...+09"-*- ßr-^ y$'+ . . . . = k" 

u. s. w. welche die gesuchten Bedingungsgleichungen sind. Multiplicirt 
man nun diese Gleichungen mit den unbestimmten Factoren — 2A, 
— 2B, — 2C, elc. und addirt sie zur rechten Seite der Gleichung (36). 
80 wird der Ausdruck , welcher ein absolutes Minimum werden muss, 
der folgende 

^ — iAAa — %BAb — %CAc — ... 
-I- —- — 2Ay/o' — 2By/b' — iCAc — ... 
-#- ^ —iAA-a -iBA-b' —tCA'c - ... 
etc. etc. 

— ^Aaq — ißaq' — iCaq' — . . . 

— iAßr — ißßr' — tCßr — . . . 

— %Ay8 — iBys — tCys — . . . 

etc. etc. 

-*. tAU -H 2Ä*^ + 2CÄ' + . , . 
Differentiirt man diesen nach A, A', A', etc. o, ß, f, etc. und betrachtet 
darauf die Differentiale aller dieser Veränderlichen als unabhängig von 
einander, so bekommt man die Gleichungen 

= jIb + Bfc + Cc + . . . 
~ = jIo' + B6' + Cc' + . . . 
= Aa + Bb"-^ Cc-i-... 
etc. etc. 



(38) 



(39) 



\0 = Aq+Bq'+ Cq ■ 

I = ^r + Br' + Cr* . 

= A« + fls + C»' - 
I etc. etc. 
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die in Verbiadung mit den (37) die Auflösung der Au^abe in sieb eot- 
halleo. Diese ist durch die Zuziehung der Bedingung des IHaximums 
von P wieder eine bestimmte geworden, denn die Zahl der aukuläseoden 
Gleichungen ist der* Zahl der darin befindlichen Unbekannten gleich. 
Die Zahl der ^, A \ etc. ist i= tn, die der A, B, etc. sc n, und die der 
o, ß, etc. SS q, folglich ist die Zahl aller Unbekannten = m+n-t-f- 
Die Anzahl der Gleichungen (37) ist ^ n, die der (38) =s m, uod die der 
(39) ^ f , folglich ist die Anzahl alter Gleichungen auch ai n-t>m -f> q. 

34. 

Die Unbekannten yi, A\ etc. können wieder sogleich eliminirt 
werden. Zieht man die Werlhe derselben aus (38), und substituirt sie 
in die (37), so erhalt man 

\aä\A + [o6]ß -*- \ac\C +... ssA — «9— /fr — ys — ... 
[oA]A + [66]Ä -*- \bc\C + . . . =s \C^ aq~ ßr — ys ~~ . . . 
\ac\A + [&c]ß -*- [cc]C + . . . = ft'— uq— ßr— y»'— . . . 
u. s. w. worin 

\aä\ ^ pa^ ■¥■ pa'^ -*- p'a'^ -+-... 

[ab] a= pab + p'a'b'-^p'ab'-¥- . . . 

[ac] s= pac ■+■ p'a'c'+p'ac'' -*-... 
etc. etc. 

[66] = p6' -f. p'b"' + /6'' + . . . 
[6c] = pbc ■^p'b'c'^p'b"c -^ . . . 
etc. etc. 

[CC] SS pc^ + p'c"^ 4. p'c"^ -*.... 
etc. etc. 

gesetzt sind. Es ist nun fUr den ferneren Verlauf der Auflösung von Vor* 
theil die eben erhaltenen Gleichungen dei^estalt in zwei Theile zu zer- 
legen, dass der eine Theil 

{aa]A + {ab]B' + [ac]C' + . . . = k 
u. s. w. wird, aber ohne angemessene Abänderung der Coefßcienten 
dieser Gleichungen ist dieses nicht immer möglich. Die Anzahl der Un- 
bekannten A', B', C, etc. ist freilich immer der der Gleichungen gleich, 
und somit scheint es als konnten diese Unbekannten immer ans diesen 
Gleichungen bestimmt werden, von welchen ich die erste hier angesetzt 
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habe. Es ist aber zu bemerken, dass diese GleicboDgeo aus den ein- 
zigen (S9) b^vor gehen, deren Anzahl nt iet, während die Anzahl der 
A, B', etc. SS ff ist. In allen Fallen nun , wo m >ac n od«* tu > n ist, 
ist die Bestimmung der A\ B\ elc. aus den obigen Gleichungen zwar 
möglich, aber in den Fallen in welchen tn < n ist, trififl dieses nicht 
mehr ein, denn alsdann sind nothwendiger Weise n — m dieser Gld- 
chungen in den übrigen enthalten. 

Man Irann demofangeachtet die in Rede stehenden (^eichungen eo 
vorbereiten , dass sie in jedem Falle alle wesentlich von einander ver- 
schieden werden , und zwar kann dieses durch angemessene Zuziehung 
der Gleichungen (39) bewirkt werden. Aus diesen bekommt man leicht 
= \,qq]A + [„'JB + [qq]C + ... 
= [qq]A + lqq]B + [qq-]C + . . . 
= [qq]A+[q'q-]B+[qq-\C-^... 
n. B. w. wenn man 

[gg] = gl -*- r^ + «2 -I- . . . 
[qq] Ä gqr' + rr' + ««' -I- ... 
[j^'J = qq -i- rr -^ 8$' -^ ... 

etc. etc. 

{H\ =* q'^ -I- r'» -H «'* -I- ... 
[?'?1 ^ 9'?°"»- '■''■""** *'*"•+" ■ ■ ■ 





[?'?1 


= q■'■^■T^' 


+ «■• + 


u. 8. w. setzt. 


Macht man nun 










M = 


M 


+ M 






[ah) = 


M 


+ [«T 






M = 


[ac] 


+ to'] 








elc. 






m = 


m 


+ [?'?1 






(hc) = 


[ho] 
eU 


+ [qq] 






ifC) = 


M 


+ [?V] 



a. fi. w. BO wird auch 

{m)A + {ah)B -I- [ac)C + . . . ae Ä — «7 — ^ — y» — . 

(<ib)A + {hh)B + (k)C + . . . = V —«}' — (»•■—).»'— . 

{ac)A + (bcjB + (»)C + . . . = k'—aq'—ßr—rs'— . 
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u. 6. w. aus welchen man immer , auch nachdem die mit a, ß. /, etc. 
multiplicirten Glieder abgescbnitteo worden sind, die Ubfigea Unbekann- 
teo bestimmen kann. Ja es ist . um die Möglichkeit dieser Bestimmung 
herbei zu fuhren, nicht einmal nothig alle Gleichungen (39) auf die eben 
erklarte Art mit den obigen Gleichungen zu verbinden, sondern die An- 
wendung einer Anzahl von n — ni der Gleichungen (39}. die man be- 
liebig unter diesen auswählen kann, reicht schon dazu ans. 



35. 
Setzt man jetzt 

(oo)A' + {ab)« + (acjC + . . . = k 

(o6).4' -»- (M)B' + (fe)C' + . . . = k] . . . (tO) 

{<ic)Ä -t- (hc)B -t- (cc)C' -!-... = *' 

u. s. w. und löst diese unbestimmt auf, so wird man erhalten 

X = {\.\)k + {\S)K + {\,S)k' -H . . . I 
ff = (1,2)4 H-(2,2)li'-h (2.3)i'-F ... [ . . (H) 
C = (1,3)li + (2,3)*' + (3,3)F + ... \ 
a. s. w. und hieraus ergiebt sich in Folge der Gleichnogen des vor. Art. 

A = X- («,)« - {«>)ß - {■ü)r - 

B = F -(/*,)«-(/!»)/»- 0!J)r - ... } . . (*2) 

C = c - (n>« - (y»)(J - Wr - ■ 

u. g. w. nachdem zur Abkürzung' 

(«,) = {).1)}-t.(),ä)«'-K(,3)j'-»-. 
(ia) = (i,1)r +((,2/ -1- {l.3)r 
(aJ.) = (1,1)« -1- ((,2K -h ((.SJ»* -I- . 



(/S,) = {i.i)q + (2,2),' 

JS.) = (1,2)r +{i,iy ■ 

(ßi) = (),2)« -1- (2,2)8 ■ 

etc. 

(;,) = ((,3), + (2,3)}' . 

(,,) = (1,3)r + (2,3)r' 

(,J) = (1,3). H- (2,3)«' 

gesetzt worden ist. Multiplicirt 



(2,3),- + 

{i.sy + 

(2,3)«*- + 

(3,3)," -I- 

(3,3)r- + 



nun die (42) der Reihe 



nach erst mit q, q\ q', etc. jdann mit r. r', r, etc. dann mit >, s', «', etc. etc. 
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und addin jedes Mal, so ergeben sich m Folge der Gleichungen (39) und 
(41) die folgenden 





(„)« + (,»)/» + (.)% + . , . = {,M) 


(43) , . 


(,«)« + (»»),» +{»X)y + (»Jf) 




(,;)« + («J),J + («);. + ... = («) 


u. s. w. wo 






M = W? + W«' + Mi + ■■■ 




(,») = H, + (^)^ + (rts" + • . . 




= Wr + (/«'!)••' -KnK + • • ■ 




(,») = M5 + OT,' + W),- + . . . 




= («,)« + W«' + (nK + • • ■ 




elc. 




(,J0 = (a,)t + (/»,))■• + Wf + . . . 




(.«) = (««)r + (/!«)r' + (;^)/ + . , . 




(d) = („j)r + OT-' + (rxy +... 




= (««)» + {(J»>' + (/»)s* + . . . 




etc. 




{dl) = (««)* + (ß.)K +Mk- + ... 




[u.) = («A> + o»*K +(,»)«- + ... 




etc. 




(«)= {,ü)k + ((jj)f + o.»)i' + . . . 



u. s. w. Durch die Äaflösaog der Gleichungen (43) bekommt man nun 
immer die Werlhe der Unbekannten a, ß, y, etc., und substituirt man 
diese nebst den Werthen von A', B', C, etc. in die (42), so ergeben 
sich auch die A. B, C, etc. durch bekannte Grössen ausgedrückt. Geht 
man hierauf zur Gleichung (33) zurück, und substitairt in diese die aus 
den (38) zu entnehmenden Werthe von jd, A\ A", etc. so bekommt 
man, nachdem 

[al) s= pal -I- p'at -i- p'at + . . . 

{bt) = phl + p'h't + p"b"t + . . , 

{et} = pcl + p'dl + p'cT + . - . 

u. s. w. gesetzt worden sind, 

Jl ^ M+i(a/)-t-ß(6/) + C(c/) + ... 
— af^ßg ~rh — ... 
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welches der wahrscheialichste Wertfa von Jl ist. Muhiplicirt maD föraer 
die Gleichungen (38]0iit //, A', A" , und addirt, so wird in Folge der 
Gleichungen (37), (39), (36) das Gewicht dieser Bestimmung 

P = \ 



Hiemit ist unsere Angabe schon vollständig gelöst , denn nicht nur der 
wahrscheinlichste Werth von II und das Gewicht dieser Bestimmung, 
sondern auch die wahrscheinlichsten Wertbe der Unbekannten x, x', x, 
etc. nebst ihren Gewichten sind durch die im Vorhergehenden abgelei- 
(eten Ausdrücke gegeben, wie man weiter unten sehen wird. 

36. 

Man kann in Bezug auf die eben erhaltenen Ausdrücke für Sl und 
V noch einen Schritt weiter gehen. Elimiuirt man die A, B, C, etc. durch 
die Gleichungen (i2), und setzt 



F=( + 
G = g + 


HM 

(d)(oi) 


+ WM 


+ (nM 
+ WM 
+ W)M 


u. s. w. und hierauf 








y = 
z = 

so wird 


: Fa 


+ fl'M + 

■*■ Gß + 


■ C'(ci) + 

■ llr + 




Jl •- 


= »+y- 


■ z 


Setzt man ferner 








H = 
S = 
BD ergiebt sich 


A'k + Bk' + Ck- 

a(,lM) + ,S(«Jf) + 


' + ... 




P 


tt-x 





Für Z lassl sich noch ein anderer Ausdruck geben, der wenigstens in 
dem Falle, wo man die Gewichte entweder gar nicht oder doch nur 
wenige derselben kennen lernen will, auf eine einfachere Rechnung 
führt. Durch die unbesümmte Auflösung der Gleichungen (43) habe 
man erhalten 
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a «= ((,11(7*) + |(,S|(«lf) H- M.3)(JJf) + ... 

ß = |t,S)(i,lf) + |ä,2|(«M) + (ä,8J(U«) -I- ... 

r « H,3|(,Jf) + |2.3|(«Jlf) + |3.8K»J») + ... 
u. s. w. ElimiDirt man hiemit a, ß, y, etc. aus dem obigea Ausdruck fUr 
Z, so wird 

Z = \H.\\F+ |1,2|Gh- |1,3|H+,..j{,Jf) 
+ j|),2|F+ |2,2)G+ |2,81fl+. ..((«») 
+ |H,3iF+ |2,3|G + (a,3)H+...|(JM) 
+ . . . 
Setzt man daher 

f W«, + WC, + ( A + • • . = F 

(U) . . . (,.)„, + Hl», +(«*),, +... = G 

[(,»),., +(«*)/!, +(U),, +... = ff 

u. s. w. so bekommt man 

Z = a,{t,M) + /J,{«Jf) + y,(iM) + . .. 
Dieser Ausdruck (llbrt aameotlicb in der Anwendung unserer Aufgabe 
auf die Geodäsie, wie man weiter unten sehen wird , auf eine kürzere 
Rechnung wie jener. 

37. 

Zur weitereu Ausarbeitung der im Vorhergehenden enthaltenen 
Auflösung unserer Aufgabe ist zuerst die Auflösung der Gleichungen (iO) 
auszufuhren. Man multiplicire die erste (40) mit dem unbestimmten 
Factor et und addire sie zur zweiten ; man multiplicire femer die erste 
mit a*, die zweite mit ^, und addire beide zur dritten ; femer die erste 
mit «", die zweite mit ^, die dritt« mit y", und addire alle diese zur 
vierten, u. s. w. Bestimmt man nun diese Factoren so , dass nach ein- 
ander il', .^' und B', A, B' und C\ u. s. w. verschwinden, dann sind 
die (iO) auf die folgende Form gebracht worden, 

(oo)X' + (o4)B' + (ac)C + {adjD' -t- ... — Af = * 
.(i6,()B' + {bc,i)C' + {bd.t)D' + ... = M' 
■ (cc,S)C'+ {cd.i)D' + ... =t M' 
{dd.3)D -I- ... = M' 
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uDd für die eingeführten Hulfsgrössea ergeben Eicii die folgenden Glei- 
chungen, die zur Bestimmung derselben dienen. Die eingeführten Fac- 
toren a, a, (f, etc. werden durch die folgenden GleichuDgeo bestimmt, 

{aa)a + (ab) = 



(oa)«" + (ai)/!" + (oc) =0 

(oj)«" -I- (* V + (H = " 

(m)«"' -I- (oijjf" -1- {ac)f' H- («j) = 

{aby + (bb)f + (6c)/' + (td) = 

(ocjo" -I- (4c)(!" + {ec)r" + [cij =0 

u. s. w. -worauf (bb.i), (6c,f), etc. etc. sich durch die folgendei 

(oS)«' + (M) = (W,1) 

(ik)o' + (6c) = (6c,4) 

(od)«' + (6<i) = (M,() 

etc. 

ka' + k' = W 



{ac)a + (6c)/S" -1- (cc) = (m,2) 
{<l<i)(»" + (6(f)(S" -*- (cd) = (cd,2) 

etc. 
il«' -1- t'/S" + *■ = Jf" 



(ad)a 


' + 


(bdjß'-t 


{cd)f 


etc. 


= 


(dd,3) 




w 


+ Hß- 


+ ky 


■ + r 


= 


Jf" 



u. s. w. Vergleicht man aber die Gleichungen zur Bestimmung von «', 
/9", etc. mit den (iO) , so wird man sogleich gewahr , dass sie sich auch 
auf die folgende Form bringen lassen müssen, 

(oo)«' + (ab) = 

{ac.)a + {ab)f + [ac] = 
{bb.t)^ + (6c,() = 



■ {aaja" + iab)f + (ac)/' -l- (od) = 

(66,1)/ ■+■ (6c.<)/' -1- (6d,l) = 

(cc,2)/' + (ed,2) = 



. w. Setlt man lUr einen Augenblick 
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A' = tM + BM' + cJr + bM" + . . . 
F = BJC + c'Jf" + VM' + ... 

c = c"«" + rM"' + ... 

B' = TAT + . . . 

etc. etc. 

und substituirt diese in die obigen Gleichungen (ür A\ B', etc., so er> 
halt man 

a{aa} — 1 

6(0«) + b'(oi) = 

t{<w) + e'(o6) + c'((k) = 

b(i>o) + V{ab) + b"(M) + V"{ad} = 
etc. 

b'(t4,1) = 1 

t'CM.f) + t"(ic,1) = 

b'(i6,1) + b"(6c,)) + b"'(M,l) = 
etc. 

t"(M.ä) = I 

b"{ce,2) + V"(cd,i) = 

etc. 
b"'((W,3) = ( 

etc. 

und die Vergleichung dieser mit den vorstehenden, zur Bestiromung von 
«', /', etc. dienenden, Gleichungen giebt sogleich 



*• ~ (00) ■ " — (66,1) ' ' — (cc.i) ' 




etc. 


(W,i) ' ' (cc.s) ' 


k' _ f" 


etc. 


•■■=w. 


b"= >" 


elc. 




* — WI) ' 


etc. 


und hieraus folgt 






■^ — 1-) + {»,11 « -•■' |M,1| « + 


«■1 ° +• 




*■ ~ (»,<) + K« 1^ + 


(*!,■) l'' + • 






IWI ''■" + • 




ff = 


IT' 
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a. 8. w. durch welche die UabekaoateD jede illr sich gegeben sind. 
Diese Gleichungen geben ausserdem Anlass zu anderen Änsdnicken für 
«', ^', etc. Vergleicht man neinlich die Gleichungen, ans welchen die 
vorsteheoden erhalten worden sind, mit denen fUr ä, f, etc., so lehrt 
der Augenschein, dass diese auch auf die folgende Form gebracht werden 
kOnneo, 

_ „■ = -w 



_ „" _ I«L j. It",'! 

(■«I "^ (li,ll 

_ «" — (»g.'! 



» - Tür + -»r« * -WT' 



-f 



(M,<) 


-^ 


(».11 




w, 



u. s. w. Endlich bekommt bian aus den letzten Ausdrucken für 4', £', 
etc. sehr leicht die Coefficienten der uubestimmten Auflösung der Glei- 
chungen (40), denn aus der Substitution der Ausdrücke für Jtf, W, etc. 
folgt sogleich 

(k \\ — ■ * _ _i_ ■^'' j_ <^ , . _"""._ . 



(i,2) - 
(i,3) - 

(f.*) = 
etc. 


W-1^- 

w- 


(<W,>) 

(AI.») 


(S.ä) = 


1 «I ai« 




(a,3) - 


TSr + wr + 




etc. 






(3,3) = 


K» '■* WD ' ••• 




(3,1) = 
etc. 


!&-■■• 




(*.t) = 


«W.I1 -»-••• 





db, Google 



P. Ä. ÜAIIBBN, [88 



Durch Hülfe des Inhalts des vor. Art. kann man sogleich die Auf- 
lösung der Gleichungen (43) hiuschreibeu. Es wird 



.= 


^*m'' 




/» = 


WH 


. HM.l) ... 


;• = 




tt*,«j 


u. s. w. wo 


* Im) 










-i" = 


M.i) 




etc. 





(i(»)a' + (m) = («»,4) 
(i,i)0' + (id) = K)) 

etc. 
(,M)o'+(«M)= («M.l) 
Ma" H- («»)(i" + (U) = (U.2) 

etc. 
(,Jf)a"+(«Jf)b"+(«/) = («f,2) 



39. 

Nuo lasEeD sieb schon die Ausdrucke des Art. 36 ßlr Ji und i* auf 

ihre einfachste Form hiofllhreD. Suijstituirl man die Ausdrücke des 

Art. 37 fllr A', ff, etc. in den Ausdruck fur F, und setzt den vor- 
stehenden AusdrUciien analog 

Mo' + {hl} = (W,)) 

(oi)«" + (blj/f + (ci) = (ci.2) 

(oi)«'" + («)/?■" + (cV + W = (ÄS) 
u. s. w. 60 wird 

V _ (■") »f _L (*'." M' _.. t*^.') U" _i_ f*".'! M" j_ 
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und sobstitoirt man dieselben Ausdrücke in den Ausdruck für R, so wird 

n Jf' 



(66,1) "*" (ee.l) "*" l(W,fl) 



Substitoirt man ferner die Ausdrücke des vor. Art. in den Ausdrack fUr 
Z, und setzt 

Fo' + G = C 
Fa' + er + H = ff' 
u. s. w. so bekommt man 

und die Substitution derselben in den Ausdrudc für S giebt 

"" (^-Jl ^ («-.)) "^ fW,») -^ ■ ■ • 
Will man den zweiten Ausdruck des Art. 36 für Z anwenden , so sind 
in Folge der Gleichungen (ii) die folgenden Ausdrucke zu berechnen, 

'' (il,S) 1- . . . 

u. 8. w. worauf sogleich 

Z =! «,(i,if) + ßl»M) + y,(Ailf) + . . . 
berechnet werden kann. Dem Vorhei^henden zufolge wird darauf 

j2 = «+y-z, P = ^. 

iO. 
Zur Reduclion der Ausdrücke der Grossen (cttj), {ßtf), etc. setze man 



j^^ct^-f-g K =: ar -h r 

tj" = tt'q + ^'q' + g" x" = a"r + /?">' + r" 

etc. etc. 

u. s. w. worauf die Substitution der Ausdrücke für (1,1), (1,2), etc. des 
Art. 37 in die Ausdrucke für (atj), (ßtj), etc. des Art. 35 sogleich 



Digitized by Cji OOQ I C 



P. A. Hambbn, 



[60 



(«,) = 


[<M) "*" (MJ) 


+ 


w = 




+ 


M = 


1 .'»■ 

(M) ' (66,1) 


+ 


etc. 






w = 


(»,') ^ (=.,11 


+ 


w = 




+ 


m = 


1».<) ' («,!) 


+ 


etc. 






w = 


{«,») "*■••■ 




w = 


^-••- 




M = 


«..11 + • • ■ 





ice.ij 
icc.t) 



u. 6. w. giebt. Substituirt man onn diese in die Ausdrucke filr [tjtj), (ijk), 
etc. des Art. 35, so werdeo 



M = 


1" 

(oal 


^ (66,)) 


+ tSi +••• 


W = 


(<VI) 


(66.tl 


-^^-••• 


(,i) = 




+ Ä 


+ & + ••■ 


etc. 








(,lf) = 


1« 




-^^-■■• 


(") = 


(a«) 


"*" (66,11 


+ ,ii) + ■ • ■ 


(rf) = 


>1 

(aal 


^ (",l) 


+i^+-- 


etc. 








(■*) = 


(•■) 


^ l»,l) 




(U) = 


1» 

(*■) 


-^^ 


+ L„ + ■ 


etc. 








m = 


(aal 


+ -(6M" 


-isf---- 
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Q. 8. w. Eodlich gehen durch dieselben Substilulionen die Ausdrucke 
des Art. 36 für F, G, elc. in die folgeudeo über 

u = j, -f. (^1*1- (jj_,, * -r- ,„_,, X -I- . . . 

" — *■+ m^-*- Wi ^ («.») *-•■•■■ 
u. s. w. womit alle erforderlichen Grössen auf ihre einfachste Form ge- 
bracht worden sind, und die im Art. 35 eingefUhrl« unbestimmte Auf- 
lösung der Gleichungen (iO) Überflüssig wird , und daher nicht ausge- 
führt zu werden braucht. Alle Ausdrücke, die wir erhallen haben, be- 
sitzen eine so regelmassige Gestalt, dass sie ohne Weiteres beliebig fort- 
gesetzt werden können. 

i1. 
In dieser Auflösung sind zugleich die Ausdrücke für die Unbekann- 
ten selbst nebst deren Gewichten enthalten, denn setzt man zuerst 

fc = 1 , K = , fc'=a , etc. w = 
so wird Ji^x. Aus den vorstehenden Annahmen folgt aber 
Jf = 1 , M'^a , Jlf'ss«, etc. 
(ijJI) = («ij) , (x^j Ä (ax) , {XM) =e (aX) , etC. 
(jeM.H) «s («x,1) , (Aif,2} = (aÄ,2) , etc. 
Setzt man daher 

x = y — z, af ^^ — z , x' say — s", etc. 



y 














z 
oder 


— („1 ' + («,,( 




'+ , 








z 


= a,{ttTj)+ß^{m 


:) + r,H+-. 










and bezeichnet 


man die Gewichte von x, x, x" 


, etc. 


mit 77, //'. 


n' 


, etc. 


und setzt 














n = 


-^. "■ = 


^. '^■- 


= ^ 


i^..etc. 






m werden 




m.<} ' 1«.» 

(»»,11 "^ (ix.il 











db, Google 



632 P. A. HuiSBli, [6i 

Macht man femer 

li=0, k'=^, l'sO, e(c. «1=0 
80 wird J2 ^ x\ uod man bekommt 

M = , U'=i , If ■=/?•, elo. 

(,Jf ) = tfl,) , (»Jf ) = (/JK) , (iJf ) = OT , etc. 
{«lf,1) = (/!«,i) . (iM.i) = {ß.i). etc. 
woraus 



»,ii ^ |, 



Iß-,» f . !»,% , 





= 


«//»i 


+ /«,(/»■) 


+ /,(l«) 


+ ... 




n ^ 


(».V 


-1& 


+ ... 






^' = 




+^ 


* (U.«l 


+ ... 


hervorgehen, und ebenso erhalt 


man 






j" = 




+ ... 








»" = 


m 


F+-g; 


iff + 


^«•■^ 




■ = 


«,W 


+/»,W 


+y,W 


+ ... 




n = 


4 


+ ... 








y = 


^ 




-t?, 


+ ... 



42. 

Zar leichteren UeberEicht sollen jetzt alle znr BerecbDung tod 
Jl, x,x', x\ etc. und P. U, 77', /7", etc. erforderlicheo AuEdriicke der 
Reibe nach , so Yvie sie zur Anwendung kommen , zusammen gestellt 
werden, liieb'ei wollen wir jedoch zuerst von den zur BerecbnuDg von 
Jl und P dienenden AusdrOcken absehen, und diese nach jenen fUr sich 
aoführeD. 

Nachdem man die ursprunglich gegebenen Gleichungen so vorberei- 
tet hat, dasg die Coef&cienlen der Gleichungen (29) und (30) bekannt 
sind, rechne man zuerst 
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(aa) = pa^ -hp'a^+p"a"^ -t- . . . 
+ ?* + r» + s' + ... 

(«6) SS pab-^p'ab''i-p''a"b' -i- ... 

+ 5^ -I- rr' -I- «' + ... 
{ac) =Ä pac+p'a'c' -i-p"a"c' + ... 

+ 9g" + n" + M' + ... 
etc. etc. 

.(•i) ^ pal+p'al'-hp"ar + ... 

(fcfc) = p4'-*-jB'6'"+p"6"" + . . . 

+ 5'J + r'i + *'» + ... 
{bc) Ä pbe-hp'b'c'+p"tfc" + ... 

-f. gy + rV + g'«" + . . . 
elc. etc. 

{bl) = p6/+p'6'/'+p"&"f + ... 

(cc) S5 pc^ -^ p'c'^ + p"c'^ + ... 

etc. elc. 

{cl) = jjci+pVi' + p"cT •*- ... 

etc. bis 

Die Anwendung des Ansdrocks (J/) , welcher ina Vorhergehenden nicht 
vorgekommen ist, wird weiter unten erklart werden. 

Zu den vorstehenden Ausdrucken ist zu bemericen , dass sie zwar 
immer ganz so, wie sie angesetzt sind, angewandt werden können, 
dass aber in gewissen Fallen die von den Coefficienten q, r, g, etc. der 
Gleichungen (30) abhängigen Glieder entweder ganz weggelassen , oder 
abgekürzt werden köBuen. Sei wieder m die Anzahl der Gleichungen 
(2i), und n die Anzahl der x. x, ai\ etc., 'dann dürfen die genannten, 
von den (30) abhängenden , Glieder ganz weggelassen werden , wenn 
entweder m>n oder m^n ist, wenn aber m <n ist, so müssen die 
Coefficienten von wenigstens einer Anzahl n — m der Gleichungen (30) 
au^enommen werden. 
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t3. 
Es sind hierauf die CoefficieoteD (66,1), (6c,1), etc. zu berechneD, 
und dieses kann immerhin durch die im Art. 37 dafilr abgeleitelen Aus- 
drucke geschehen, aliein ich ziehe vor, die Tolgenden anzuwenden, die 
entweder selbststflndig , oder aus den vorhergehenden ähnlichen leiclit 
abgeleitet werden können 

° — |«.| ■ P = M ■ y — Hai ' " "'■ ■* — !««_ 

(M,l) = (66) -1- (o6)«' 
(ic,() = {bc) + (oc)«' 
{bd,\) = [bi) -h (<li)a 
. etc. 

(W,() = (W) + {<.!)«■ 



(«,<) 


= w 


+ («)/»■ 


(ci,\) 


= M 

etc. 


+ Mi«' 


W<) 


= M 


+ («¥ 


(*i,1) 


= W 

etc. 


+ (nd),' 


("«.<) 


= w 


+ W 


etc. bis 


(IIA) 


= («) 


+ W 



P ™ »,11 ' >^ (»,() . eic. K — ,^,. 

(«:,«) = (cd) + (6c,t)^ 
(cd,«) = (crf,4) + ibd,\)fr 

etc. 
(c/,2) = (ri,<) + {bl.\)f 

\dd.i} = (<M,1) + (bd,\)/ 

etc. 
((«,2) = {<U,\) + {W,1)/ 



etc, bis 
(tf,S) = (H,i) + (W,i)x- 
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i = — 


S-etc./ 




(el,») 


{dd.3) 


= {dd,2) + 

elc. 
= (rf/J) + 






elc. bis 


{».3) 


- (/U) + . 


(c/,2)/' 




etc. bis («,») 



wenn wieder fl die Anzahl der x, x\ x', etc. bezeichnet. 

Zu bemerken ist htebei, dass wenn mssn, und keine der Glei- 
chungen (30) mit zur Berechnung der (aa), [ab), elc. beigezogen worden 
sind, so wie wenn fli<n, und man nur n — m dieser Gleichungen zu- 
gezogen hat, immer 

{ll,n) = 
werden muss. 

44. 

Nun können die o", ^", etc. nach folgenden Ausdrücken berechnet 
werden , 

tt ^ tt 

a" = ß' •+■ fä 
a" ^ / + y"a -|- y"'a' 
ti' =s d' + d "«' + d"'«" + d"a"' 
etc. 



f' = ?' 

r = r" + r'y' 

fT = r + d'y H- rff 

etc. 



/" 


= /'" 






r' 


= r 

etc. 


+ 


rr 


r 


elc. 







n. s. w. die ich zu mehrerer Deutlichkeit fUr eine Unbekannte mehr, wie 
in den vorangegangenen Ausdrücken hingeschrieben habe. Es wird 
hierauf 

AbbiKdl. i. K. 8. Gcullieh. d. WiwniHh. XIII. 47 
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— y — z' + x"« ■+■ z'"" + X*«'" + • ■ ■ 

— y'= x" + x'T+ xY' + ••• 
—y" — x" + xY' ■*-•'■ 

— y'"^ X +••• 

eic. etc. 

'^ — «w) "•" (6Ö,4) "*" (M,i) ■•■. [di,l) ■**••• 
" ^^ (U,l] ,"*" IcOlT "*" (dil,if + • • ■ 

" — . i^iif ■•" läMT "•" • • • 

""' * läSTT "•"•■• 

etc. etc. 

Ich mache darauf aufoierksam , dass hierin schon die Auflösung der 
Au^abe des Art. 1 8 u. f. vollständig enthalten ist, denn die fUr die all- 
gemeine, im Art. 31 au^estellte Aufgabe noch biozukommeoden Aus- 
drucke hangen alle so von den Bedingungsgleichungen ab, dass sie. zu- 
gleich mit diesen wegfallen. In Betreff der Aufgabe des Art. 1 8 wird also 

X ■=.y , 3! ^ y , x' ^ y", etc. 

und die Gewichte dieser Bestimmungen werden bez. 

In Bezug auf die aiigeuieine Aufgabe können die bis jetzt zusammea- 
gestellten Ausdrucke als den ersten Tbeil der Auflösung betrachtet wer- 
den, und dieser Theil wird, wenn nicht ffl<n ist, genau so ausge- 
führt, als waren gar keine Bedingungsgleichungen vorhanden. Wenn 
aber der eben erwähnte Fall eintritt, so mQssen zur Bildung der CoefB- 
cienten (aa) , (ab) , etc. auf die eben erklärte Art wenigstens n — m der 
Bedingungsgleichungen mit Weglassung ihrer völlig bekannten Glieder 
zu diesem ersten Theil der Rechnung hinzugezogen werden. 



45. 

Der zweite Theil der Auflösung unserer allgemeinen Aufgabe ßlngt 
mit der Berechnung der mit tj , tj', etc. », %, etc. etc. bezeichneten Hulfs- 
grössen an, die durch die folgenden Ausdrücke ertialien werden. 
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V 


= 


9 






« 


= 


r 










n 


=■ 


a'q +q 






«' 


= 


a'r 


+ r' 






n" 


= 


a",+f,'+f 






«' 


' = 


a"r 


+ 


.^V 


H-r" 




V" = 

etc. 


„"■g+ri+r 


9"+r; 


etc. 


o"V + 


.(5"V+/"i 


r"+r"' , 


;i 


= 


$ 




















v 


= 


a$ +«' 




















r 


= 


a"8 +^8 +s" 












etc. 






r = 

etc. 


o"'«-|-(S"V + /" 


»" + • 


■'"■ 
















woraaf 


man zunächst 




IM,>1 
(W.i] 


tt 




(ei,«l 
1^ 




+ . 
+ . 




• (46) 






H-^ + S 


» + 


(«.11 


l' 


+ 


W.!l 


J" 


+ . 






u. s 


. w. 


berechnen kann. 


Hiebci ist zu bemerken , 


dass 


wenn 


man zur 



Berechnung von {a^, {ab), etc. die Anzahl von n — m Bedingungsglei- 
chungeä hinzugezogen hat, für diese n — m Gleichungen 

F = f, G = g . elc. 
werden muss, indem alsdann fUr diese die Summe der übrigen Glieder 
der vorstehenden Gleichungen verschwindet. Hat man mehr wie n — m 
Gleichungen hinzugezogen, so finden die zuletzt angegebenen Gleichun- 
gen nicht mehr glatt. Der Beweis dieses Satzes wird sich weiter unten 
ergeben. Auch wird weiter unten gezeigt werden, dass man die Be- 
rechnung der (4ö) gäozlich umgehen kann. 



i6. 










kann nun berechnet werden 










M = (i + ii,i 


+ 


^:^-- 






M = tSt + wr 
M) = >r + w 

etc. 


+ 
■ + 


etc. 






H = M ■*■ (»,.) 

M = -(«.i + (M,„ 

etc. 


+ 


etc. 
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etc. etc^ 

etc^ 

und hieraus sind Ausdrücke zu berechDen, die deneo des Art. 43 voU- 
stSndig analog sind, nur dass die Grösse, die dort mit (//) bezeichnet 
wurde, hier Null ist, nemlich 

a' ™ — i5!i b' = — -^^ Ptr r- — -I- -^ 

()H(,1) = (j(k) h- {tjx){l 



ff 


elc. 
= C + 


« 




= (JJ) + 

elc. 
= ff + 


Ff 


etc. bis 


«• 


= 


Fi 


^■=-t- 


f.eu,.,- 


= -^' 


(U,2) = 
H' = 


(U.1) + 
etc. 


(»J,1)b- 


«■ = 


elc. bis 


Gl- 


elc. bis if" 



wenn wieder q die Anzahl der vorhasdeDen Bedinguagsgleichungen be- 
zeichnet. 



Hieraufist zu berechnen 

W= w + iSr 
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o"»" 






w 


= 










In-« 


+ ... 


etc. 
















(»j) 


= 


(oa) 


+ 


o'l' 


+ 


«"1" 

(ce.i) 


+ ... 


(/!») 


= 








+ 




+ ... 


w 


= 










X" 


+ ... 


etc. 

















a. s. w. Die Anzahl dieser Gruppen ist der Anzahl der Bedingnngs- 
gleicbangen , und die Anzahl der Grössen jeder Gruppe der Anzahl der 
Unbekannten gleich. 

18. 
Will man nicht blos die Unbekannten selbst, sondern auch ihre Ge- 
wichte kennen lernen , so sind noch die folgenden BtllfsgrOssen zu be- 
rechnen. 



(«».') 


= 


w + 


W«' 


(/*-,<) 


= 


w + 


O*!)«' 


(?».*) 


— 


etc. 


(n)«' 


K() 


= 


(d) + 


(«,)f 


(/a,i) 


= 


0«) + 


Wk' 


ifK\) 


■■ 


etc. 


WV 


etc. 



{fl.,i] - (ßX.i) + (/!»,))b' 

(,»,S) = (,!,() +(p,,t)h- 

etc. 



bis alle Bedingungsgleichungen erschöpft sind. Hierauf werden 
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P.A 


, Hansen 






tili 


F + ^ 


fe + 




H 


(Hl 


F+^ff + 


Wir 


ü 


■^ 


J' + iS 


^C' + 


elc. 


B 




. I~.>1- 


^ |U,< 


- + 




Im) 


^ l~.") 


+ ^ 


- + 




(ni- 
m 




elc 


- + 





wodurch io Verbindung mit den Werthen des Art. 44 filr y, y', etc. und 
TT, n, etc. alle Unbekannten nebst deren Gewichte gegeben sind. 

49. 
Will man hingegen auf die Kenntniss der Gewichte der Unbekann- 
ten Verzicht teifiten , so iSsst sich die Berechnung der Werthe der Un- 
bekannten abkürzen , indem die im vor. Art. angegebenen Rechnungen 
wegfallen, und die folgenden kürzeren an ihre Stelle treten. Man rechne 
in diesem Falle die Grössen ?!', ©", etc. 91", etc. etc. nach den folgen- 
den Formeln, die ich flir fllnf Bedingungsgleicbungen vollständig hin- 
schreiben will, 



a' 


= «■ 


+ i't'' 


8' 


= j" 


+ !'t" 


ff 


= r 


+ !'«■■" 


»■ 


= !" 


+ iV 


«' 


= a' 


H-DV 


8" 


= »' 


+ D'c" 


Q." 


= a 


+ D'e"' 


W 


= a' 


+ C'f 


8- 


= »■ 


+ r't" 


r 


= a' 


' + 8'"a' 



und die man leicht auf jede beliebige Anzahl von Gleichungen ausdeh- 
nen kann, wenn man enVSgt, dass hier ;' für die letzte aller vorhande- 
nen j, und b', b", b'", b" fiJr die letzten aller vorhandenen a, b, c, b, e, 
elc. stehen. Da hierauf 
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r. = e" 

* = I>' 

', = l' 

werden, so kann man ohne weitere Hul&grössen schon 
I = (oi))«, + («»)/», + {aXjr, + ... 
»■ = (ßi)a, + (ß,)ß,+ (ß).)r, + ... 

'" = (nk + WA + Wr. + ■■■ 



etc. 



etc. 



berechnen. 



SO. 

Wenn man der Eenntniss der Unbekannten nicht bedarT, sondern 
blos eine Function Jl derselben nebst deren Gewicht zu ermitteln hat, 
so erleidet das Verfahren die folgenden Abänderungen. Die Ausdrücke 
der Artt. i2 und 43 nebst den Ausdrücken des Art. ii (Ür die a", /?", 
/!"', etc. müssen berechnet werden. Hierauf setze man 
M = k I 

W = «k + k' I 

■ = o"t + fk- +k" I ■ ' ■ ' 

■"* + /S"'f + /■'*" + k'" 



«■■' 
u. s. w. worauf 

-y = 



. rif" 



und 



|«i) 



(47) 



werden , und der erste Theil der Auf losung ausgelührt ist. Es sind dar- 
auf die Ausdrücke der Artt. 43 u. 46 zu berechnen , w&hrend die der 
Artt. 47 n. 48 wegfallen. Statt der letzteren berechne man 

(1") — Im" + "KiT * If'.W * ■ 

w--^ + w + -Sf + (»») 

(**) "= TUT "^ 1»vr "*" "SIT "•■ ■ 
n. s. w. und 
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p« 



(xlf.l) = («M) + (ijM)«' 
(J»,1) = (J*) + (ijJfjS' 
(/JfJ) = (/.«) + {,M)c' 
etc. 



(49) . . . 


(JJf,8) = (JM.I) + (xJf.))f 

(^M,2) = (/,Af,l) + («M,i)t' 

elc. 




(/,M,3) = (^,2) + (JJf,2)c- 
etc. 


u. s. w. worauf m 
Z = 

und 

(50) . . . S 


ID 

(l*) p . 1««.') r' _L '■'*■»> H" 

_ (,»!■ (All" lUf.ll- 
— (,.,) ^ (»pM ^ [U,«J ^ 



erhalt, womit die Aufgabe vollstaDdig gelöst ist. 

Hat man aber ausserdem anch die Werthe der UnbekanDten x, x, 
etc. Dach den obigen Ausdrücken berechnet, so ist es klar, dass man 
den wabrscheinlichsteu Werth von J2 schon durch die Substitutiün dieser 
Werthe von x, x, etc. erhalt, und in diesem Falle braucht man die vor- 
stehenden Ausdrucke für Y und Z nicht zu berechnen. Sind die Werthe 
und Gewichte von mehreren Functionen zu berechnen , so müssen die 
in diesem Art. erklärten Rechnungen für jede dieser Functionen beson- 
ders ausgeftthrt werden. 

In Bezug auf die Ausdrücke (45) für F, G, H, etc. ist eine Bemer- 
kung zu machen, wodurch ihre Bedeutiin;; erklärt, und die Beweise 
der beiden am Ende des Art. 45 angeführten Satze erhallen werden. 
Substituirt man die Ausdrucke fUr )/, i;', elc. x, x', etc. etc. in die (iö), 
so ei-giebt sich sogleich in Folge Her Ausdrücke für y, y\ etc. des Art. 
ii dass auch 

F = f + qy + q'y +qY + ... 

G = g + ry -t- r'y' + r'y + . . . 

H ^ h + sy -i- g'y' + s'y' -I- . . , 
a. s. w. sind, und diese Ausdrücke geben zu erkennen, dass F, G, H. 
etc. das Resultat der Substitution der Grössen S+y, l'+y. etc. in die 
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ursprünglichen Bedingungsgleichungen sind, wenn £, {', etc. im Sinne 
des Art. 28 wieder aufgenommen werden. Es wird mit anderen Wor^ 
tea in den Bezeichnungen des Art. S8 

v(l + y. f'-t-y. £°+y'. etc.) = F 
zd+y, &' + y\ t" + y', etc.) = G 
etc. etc. 

Wenn man nun die CoefGcienten der veränderlichen Glieder von n — m 
BedinguDgsgleicImngen mit zur Berechnung der Hulfegrössen (oa), {ab), 
etc. benutzt hat, so sind die Werthe von y, y', etc., die maq erhalt, aus 
einer gleichen Anzahl von linearischen Gleichungen bestimmt worden, 
die folglich alle durch diese Werthe vod y, y', etc. vollständig erfUlllsind. 
Es müssen daher die Gleichungen 

= qy -¥■ q'y -\- gV + ... 

J= ry -*. ry -I- r'y' + ... 

etc. 

wenn hierunter die » — m mit angewandten Bedingungsgleichungen ver- 
standen werden , vollständig durch die erhaltenen Werthe von y, y\ etc. 
erlUltt sein. Hiemit geben aber die obigen Gleichungen für F, G, etc. in 
Bezug auf diese n — m Gleichungen 

F 1^ f, G =s j , etc. 
w. z. b. w. In jedem Falle ergeben sich aber durch die Substilulion 
der Summen der anfänglich angenommenen Werthe der Unbekannten 
und der y, y', elc. in die Bedingungsgleichungen sofort (fie Werthe der 
F, G, etc. und die Berechnung der Ausdrücke (i5) wird ubertlussig 
w. z. b. w. 

52. 
Die vorhergehende Auflösung unserer Au%abe zeigt schon zur 
Gnüge, dass den Bedingungsgleicliungen (30) vollständig GnUge gelei- 
stet worden ist, aber demungeachtol scheint es mir nicht Uberflilssig 
dieses a posleriori durch Anwendung der Function Jl auf eine derselben 
nachzuweisen. Da ferner diese Bedingungsgleichungen ohne Hülfe von 
Beobachtungen erlangt worden sind, und demzufolge gewiss sind, so 
muss sich dieses auch durch das Gewicht P derselben nachweisen las- 
sen, welches in Bezug auf diese Bedingungsgleichungcn unendlich gross 
werden muss. Sei zu dem Ende 
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0) =j /*, k = q, k' ^ q , k' ^=s q' , etc. 
daDD wird 

J2 = qx -t- q'a! + q'x' -t- ... + f 

aad Jls=0 ist mit der ersten Bediogungsgleichung (30) identisch. Durch 
die vorstehenden Annahmen ergiebt sieb 

M ^ ^ , if = rj' , W ■:K:i ff , etc. 

[nM) =. (,,}, («M) = M. im) = ini), etc. 

(xM,1) = , {AJf.2) = , etc. 
womit , nach Substitution der Ausdrucke für j', /, etc. 

und Z = F folglich 

J2 = 
wird, w.z. b. w. Substituirt man auch die obigen Ausdrucke für jtf , M\ 
etc. in die für R und Z, so erbalt man 

B= inri), s = (,v) 

folglich 

P = ÖO 

w. z. b. w. Auf dieselbe Art beweist man das Erflllltsein der übrigen 
Gleichungen (30). 

53. 
Fur die Summe der mit den bez. Gewichten multipKcirten Quadrate 
der übrig bleibenden Fehler iSsst sich mit Benutzung des Vorhergehen- 
den ein einfacher Ausdruck geben. Da den Gleichungen (30) vollständig 
Gntlge geleistet worden ist , so ist die genannte Summe , wenn sie mit 
W bezeichnet wird, 

W SS p\ax -i- bx + ex" + .... — l\^ 
+ p'\ax + 6V + dx' + ... — rp 
+ p'\ax ■+■ b°x' + ex" + ... — r\^ 
-H etc. 
oder wenn man die Quadrate entvrickelt, 

W SS j[aa]a; + lab]x' + [oc]j;" + ... — {at)\x 
■+■ {[ablx + [bb]x -♦- [bcjx" + ... — {blj}x' 
+ \[ac]x + [bc]3f ■+■ [cc]x° + ... ~ {e{}\x" 
-+- etc. 
— \{al)x + (bl)x + {ciy + ... — {ll)\ 
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WO die Bezeicbnungen [aa], [ab], e(c. dem Art. 3i and (al), {bl), etc. 
dem Art. 42 gemUss zu verstehen sind. Eliminirt maa hier [aa], [ab], 
etc. vermitletsl der Gleichungen 

{aa) » [aa].+ [qq] ' 
{ab) ^ [ab] + [qq-] 
etc. 
die im Art. 34 erklärt worden sind, und setzt 

W =-\{aa)x -+■ {ab)x + {ac)!' + ... — {a[)\x 
+ \{ab)x -t- {bb)x' + {bc)x" + ... — {bl)\jf 
+ \{ac)x ■+■ {bc)x' + {cc)x + ... — [c^x" 
-H etc. 

- \{al)x -I- {bt)x + {cl)x' + ... - {ll)\ 

W = \[qq]x ■+■ [qq']x' + [qq^ 4- ... \x 

+ IMa; + [q'qy + [q'q']x' + . . . \x 

+ {[qqy ■+■ [q'q"]x' + [q"q']x' -t- ...\x 

-¥■ etc. 
so wird 

W = W — W" 

Wenden wir uns nun zunächst zur Reduction der Function TV", so 
geben die Gleichungen (30) zuerst 

[qq]x-t- [q^y + [qq']x'' + ... = — qf — rg - $k — ... 
[qq']x + [q'q'^' + [q'qY + . ., ^ — q'f - r'g ^ s'k — ... 
[qq'']x + [q'q']x' + [q'qy + . . . « — q'f — rg — s'k ^ ... 
etc. etc. 

deren Substitution 

W° =s — {qx + 9^+ q"x° -\- ...)( 

— {rx + r'x' -I- rV + ...)j 

— {sx -¥■ ix + «V -H ...)A 

— etc. 
und in Folge der (30) 

W = /^ + j' + A^ . . . 
giebl. 

54. 
Zur Reduction des Ausdrucks fUr TV' setze man zuerst 

k BS (flo) , A' = (a6) , /[" = (ac) , elc. ro = — (of) 
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Sl = {iui)3: + (06)1' + {a^ + . . . — {(U) 
wird. Die Ausdrücke des Art. 50 geben nun 

M -^ {oi^, M' s= , Jtf' = , etc. 
(lyÄf ) = 9 . {*U) = T, [IM) ^ t, etc. 
(jilf.l) ^ 5a' -t- r , (Ajtf,2) Ä </a' + rb"+ » , etc. 
woraus 

•« = - (W' - -5^(9«'+') - ■»-■?,-("''+'•''■+') - ="'■ 

folgt. Setzt man feroer 

i = (a6) , k' = (S6) , f = (»c) , etc. o = — (W) 
so gehen dieselben Ausdrucke Ober in 

Af = [ah) , if' = (64,1) , W = , etc. 
(i(«) = 5' , (»Jf) = r , (i«) = »' , etc. 
(nilf.i) = j'a'+r', (Uf,S) = jV + rV+»', etc. 
wodurch , wenn man den jetzigen Ausdruck von J2 mlJ2' bezeichnet, 

■«■ - - IST«' - tÄi- (?■»■+'■■) - -Kir<-i'' ■>■•■'*' ■>■'"> - ^- 

hervorgeht. Auf dieselbe Art ergiebt sich 

•ß' = --»?■- w('''''+'')-T£r(9''''+''''''+''')-«^- 

n. s. w. Setzt man endlich 

t = — (oi) . k' = — {bti, li' = — (ci) , etc. Ol = (II) 
so wird 

lf= — (o(), M'= — [bl,t). Jf = — (d,S) , etc. 
{r:M)=f—F, («M) = j — G, (Jlf) = * — ff, etc. 
(xlf.l) = /a' + j — G', (JM,ä) = /a'+ jb' + J — ff', etc. 
und wenn man den jetzigen Ausdruck von Jl mit Ji, bezeichnet, ao 
folgt hieraus 

o _ im i'l' w.'l' W')' _ 
Ji = W — -Jü- - -p;;;- — "iisii" — •■• 

Zufolge des VorhergehendeD wird nun 

W = J2x + Ji'x + J2V +....+ J2, 
und substituirt man hierio die eben erhaltenen Werthe von Ji , Ji\ etc., 
BO verschwinden vermöge der Bedingangsgleicbungen (30) die x , af, etc. 
von sellist, und man erhalt 
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w — m _!*!._ 1".'! ' _ wi' 

— \") (Ml in,,, i„,,) 

^ W ^ ("».i| ^ (",«) ^ • • • 
Aber die Ansdrücke des Art. 43 geben nach und nach 

(«.1) = w - S' 

(«,«) = («,1)--!M1 



(«,«) = w 


- 


s*- 






and aus denen des Art. 


46 beliomm 


man 


eben so 


fl' = 


f 

w 








«" - 


«' 


^ll^ 






etc. 










Rill = 




+^ 


- + 




nnd folglich wird 












w 


= («. 


•) + 


ff" 



Dieser Aasdruck giebt für sich allein die Summe der mit den bez. Ge- 
wichten multipticirten Fehlerquadrate , wenn zur Berechnung der (oa), 
(ab), etc. keine der Gleichungen (30) hinzugezogen worden sind, denn 
in diesem Falle moss W" = gesetzt werden , und es wird fol^ich 

Wenn im Gegentbeil die Gleichungen (30) oder einige derselben 
zur Berechnung von (oa), [ab], eic. mit verwandt worden sind , so vnrd 
die genannte Snmme 

W^W - W" (62) 

wo W" den im vor. Art. gefundenen Ausdruck bat, nemlicb 
W" = /■»-!- ff» + A*+ ... 

ist, worin aber nur diejenigen /, g, h, etc. anrgenommen werden dürfen, 
die denjenigen Gleichungen (30) angehören , deren Übrige Goefficienten 
mit zur Berechnnng von {aa), (ab), etc. gedient haben. 
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55. 



Ehe ich zu den Beispieleo , die zur Erläuterung der vorsteheoden 
Auf lösung der allgemeinen Angabe dienen sollen, übergehe, will ich 
den speciellen Fall betrachten, in welchem die Gleichungen (29) in die 
folgenden einfocheren übergehen, 

a: Ä i , x = t , x" != t' , etc. 
und die Gewichte dieser Bestimmungen bez. 
p , p , p" , etc. 
sind. Die allgemeine Angabe geht dadurch in diejenige über, die Gauss 
in seinem »Supplemeotum theoriae combinationis etc.* behandelt hat. 
Da jetzt die Anzahl der Gleichungen (29) der Anzahl der Unbekannten 
gleich ist , so brauchen zur Berechnung der Hulf^grössen {aa), [ab), etc. 
die GoefficieDten der Bedingungsgleichungen nicht hinzugezogen zu 
werden. Die mit a, a" ^, ß' etc. etc. bezeichneten HulfegrOssen wer- 
den alle gleich Null, und man bekommt 

{(ui) Ä p , (66,1) =! p' , («,2) = p" , etc. 

\at) =. fl, {6/,1) =s pT , {d,%) = p'T , etc. 
Alle Übrigen auf ähnliche Weise bezeichneten CoefBcienten werden Null, 
und hiemit ergiebt sich 

y ss: l , y = l' , y" SS l" , etC. (W,h) = 
womit der erste Theil der Auflösung schon gegeben ist. Ftir den zwei- 
ten Theil derselben ergiebt sich nun aus dem Voriiergehenden 



V = 1 ■ n = i' • v" = i" ■ 


elc. 


« =a r , X = t' , x" = r" , 


elc. 


j ■= s , »' = »', r = «" , 


elc. 


elo. 




F = (+lq +{q' + fq' + . 




C = j + ir + f r' + i"r" + . 




H = k + h + ti + fs" + . 




elc. 




w = -i- + -f + -f + • 




w = -';-+^+S"+- 




(,j) = JL. + if + i:f + . 




etc. 
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M - -^ + ^ + 9^ + . ■ • 

etc. 

(")=-f + -f + ^H-... 
Q. s. w. nnd hieraas sind auf jeden Fall die im Art. 46 erklärten Halfe- 
grossen {jm,i), {XX,^), etc. G', W, etc. zu berechnen, aus welchen man, 
wenn man von der Berechnung der Gewichte von x, x\ etc. absehen 
will, sogleich durch die Ausdrucke des Art. 49 die «,. /3,, }',, etc. be- 
redineD kann. Da non zufolge des Art. 47 hier 

im) «* -J- . (/«»?) = -^ . etc. etc. 
werden, so ergeben sich sogleich 

j _ _ 



p" 

u. s. w. worauf wieder 

a; = y— z , x' = y —t , x" SS y" — % , elc. 
werden. Da die anfänglich zu substituirendeo Werthe der Unbekannten 
nur der Bedingung unterliegen , dass sie bewirken sollen , dass /, X, X\ 
etc. möglichst kleine Grössen werden, so kann man jedenfalls hier diese 
Werthe so annehmen, dass daraus 

i = r = /" = etc. = 
werden. Hiemit werden auch 

!/ = y' — »" = etc. = 
und 

F=s/", G = ff. ff=A, etc. 

wodurch sich die Auflösung vereinfacht. Die vorstehenden Formeln 
sind mit den Gaussischen identisch. 

Anch die Ausdrucke fUr die Bestimmung der Gewichte der Unbe- 
kannten, die ich der Kürze wegen weglasse, da sie leicht aus dem Vor- 
hergehenden zu erbalten sied, stimmen mit den Gaussiscben ttberein. 

56. 
Ich werde nun die im Vorhergehenden erhaltene Auflösung der 
aHgerndnea Au^abe durch ein tingirtes, einfaches Beispiel erläutern, 
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mit welchem man eine Anzahl von Veränderungen vornehmen kann. 

Seien die Gleichungen, die den (29) entsprechen, die folgenden, 
X -^ x -h- x" -k- x" -t- x" -¥■ £ =t 1 
2a: — 33;' = \ 

x" — x'" + x" — x' =r 2 

also a =: 1 , fr s 1 , etc. a' sk 2, 6' = — 3, etc. etc. Seien fenier die 
GleichuDgen (30) die folgendeo 

X + x -i- x" + 1 s 0^ 

x' — x" + 2x"' —3 = 

x'" —x" — 1 z= 
also q= ^,q' =i, etc. r sssO, r' ä — 1 , etc. etc. Ich habe hier die Anzahl 
aller Gleicbungea absichtlich der Anzahl der Unbekannten gleich ange- 
nommen, um die Relationen, die daraus hervor gehen, am Beispiel zu zeigen. 
Man muss nun hier bei der Berechnung der Htilfsgrössen (aa), (afr], 
etc. alle drei Bedingungsgleichungen auf die oben erklarte Art mit be- 
rücksichtigen , denn es ist hier n = 6, m = 3, folglich n — m ^ 3. 
Setzt man der Einfachheit wegen das Gewicht einer jeden der drei ersten 
Gleichungen = 1, so bekommt man durch die Ausdrücke des Art. iS 
(aa)= 6, (flÄ)=-i. (ac)=2, {ad)= 1, (ae)=1. (a/)= 1,(fl/)=- 3 
{bb)= 12, (6c)=1, (6d)s= 3, (ie)=i. (bf)= 1. (ft/)— — 2 
{cc)=i, {cd)a=— 2, (ce)=2, (cf)= 0, (c/)« 3 
(<W)= 6.{de)=0,(df)= 2. (df)^— 1 
{ee)^3, (ej) =~i , (eQss 3 

{l[j^ 6 
und hiemit durch Ali. 43 

(46,1) (bei) (bd.V) {be,<) (bf.t) (W,1) 

9.3333, 2.3333, 3.6667, 1.1667, (.1667. 

{cc,2) {cd,i) (ce,2) (cf.i) (cl,2) 

2.7500, — 3.äS00, 1.2600, —0.7500, 2 

{dd.») (<te,3) {df.3) (<«,3) 

0.8S195, 0.65586, 0.29221, 0.8636* 
(ee.i) ief.i) (el,4) 

1.18822, —1.47060, 0.56470 
WS) (/(,5) 

0.36638, —0.71287 
(H,6) 
—0.0002 
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6S4 



£s muss hier strenge (U,6) ^ werden . die nicht vollständige Erfül- 
lung dieser Gleichung durch die vorstehende Rechnung rührt blos von 
den Fehlem der letzten angewandten Decimale her. Diese Gleichung 
wurde vollständig erfüllt werden, wenn man sich erlauben wollte 
(/f.5) = 0.3S6ii statt = 0.39638 zu setzen. Da diese Rechnung zu- 
gleich gegeben hat 



9.82391, §.52288», 9.221 85n, 9.22185», 9.221 85«, 9. 
ß' r *' e' 

9.39793», 9.59i23», 9.25181», 9.25181», 
y" ä" e" 

0.07255, 9.65758», 9.48573», 9. 
//• «" 

0.07i9<», 9.72380», 0. 

0.09260, 9. 



X 
69897» 



X 
,86170» 

x' 

19443» 

x' 
67694» 
/' 
0.30108 

wo die Logarithmen statt der Zahlen angesetzt worden sind, so giebt 
der Art. 44 zuerst 



9.69897», 0.00838», 0.06I9I. 0.48890 
9.83778», 9.87684, 0.02107 

r" r 

0.26930», 0.42388» 
)• 
0.30110» 



y = —4.0001 

y' = —3.0000 

y = -1-7.0000 

;' = -1-5.0000 

jl" = —2.0000 

/ = —2.0000 

I. «. K. 8. fl«ullHh. i. WiHMfd. Xm. 



= 10.0045 
= 4.5573 
= 26.5651 
= (4.2278 
= 5.1406 
= 2.8058 
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womit der erete Theil der Auf lösaog ausgeführt ist. Zum zweiten Theile 
übergehend, geben die Ausdrtlclie des' Art. i5 



= +1.6667 , 
= +0.S800 , 
=. —0.52597 , 
= +0.04718, 
= —0.0593) , 
F = /■= 1. 



= 

— 

'— 

_ 

= +0.23780 
= A = — ) 



= 

= —1.2500 
' = +0.129$9 , 
' = +0.23525 , 

= —0.29703 , 
= J = -3 , ; 

welche letzte drei Gleichungen hier stattfinden müssen. Der Art. 46 
giebt hieraur 

(.,,)= 1.00001, (»)= 1.00003, (U) =• 1.00041 

(i,») = —0.00009, («l) = —0.00017 

(i;;i) = +0.00014 

Diese Werthe von (i^jj), (jw), {iX) sind so wenig von der 1 verschieden, 
dass man annehmen darf, dass der wahre Werth dereelben as 1 ist, 
und aus demselben Grunde kann man annehmen, dass {ti»), (^A], (kA) 
gleich Null sind. Biemit werden a', a, etc. V, etc. auch gleich Null, und 
(»«,1) = 1 , (a2) = 1 , C = — 3 , Ä* — 1 

(AI) = jr — H 

Die Ausdrücke des Art. 47 geben femer 



{(Oj) = +1.0005 , («») =: 


—1.0004 , (aJ) = +2.00146 


{/!,) = +0.66703, {/J») = 


—0.66694, OS») — +1.33429 


(/il) = —0.66757, 0») = 


+1.6672 , (/l) — —3.33660 


(J,) = —0.66734, (*i) = 


+1.6671 , (dl) = —2.33480 


(«,) =: -0.16628, (») = 


—0.83358, (.1) = +1.66762 


(f,) = -0.16642, (f») = 


-0.83342, (Jl) = +0.66722 


und die des Art. 48 




(««,1) = —1.0004 


(oil,2) = +2.0015 


(/Ji.,1) s —0.6669 


(^,2) = +1.3343 


(y,,i) n. +1.6672 


(rX,i) = —3.3356 


(Ai,1) = +1.6671 , 


(<a,2) = —2.3348 


((.,1) = —0.8336, 


(«1,2) = +1.6672 


(f«,1) = —0.8334 , 


(0,2) = +0.6672 



db, Google 



Sä] VOR HEB, Metbödb bbil kleinsten OiiuuTB eic. tti 

Dnd wenn man die letzte Decimale ausgleicht 



z = 2.0000 


/. = 6.0000 


i' = 1.3333 


fi = 2.6667 


»■ = —«.3333 


/ = ii.3333 


t' = —3.3333 


p" ~ 8.6667 


i" — +0.6667 


fi' = 3.5000 


z' = ■»■1.6667 


fi = 1.1667 


Es wild daher schliessUch 




X = — 6 mit dem Gewichl = 0.860 


i' _ -4.3333 • 


= 0.529 


i" = ■K9.3333 . 


= 0.089 


iT = -^8.3383 . 


= 0.180 


tT = — «.6667 . 


= 0.610 


»' o= —3.6667 . 


> . = 0.610 



LOst man die gegebenen sechs Gleichungen auf gewöhnliche Art auf, 
welches wegen der einfachen Coefßcienten in diesem Falle leicht zu be- 
wirken ist, so bekommt man dieselben Werlhe der Unbekannten wieder. 
Die Gewichte habe ich mit berechnet , weil sie in der Tfaat im gegen- 
wKrtigen Falle dieselbe Bedeutung haben, wie in dem Falle, wo die 
Anzahl der Gleichungen grösser ist wie die der Unbekannten. Giebt 
man den ursprunglichen Gleichungen andere Gewichte, wie die, welche 
oben angenommen wurden, so wird man im gegenwärtigen Falle zwar 
immer dieselben Werthe der Unbekannten wieder erhalten, aber die 
Gewichte werden andere Werthe bekommen. Wenn man im Gegentheil 
in den Fallen , wo die Anzahl der Gleichungen grösser ist wie die der 
Unbekannteo , die Gewichte der Gleichungen ändert , so werden sich 
nicbt BOT die Gewichte der Unbdtannteo, sondern auch die Werthe der- 
selben andern. • 

Da im gegenwärtigen Falle die Summe der Fehlerquadrate ss 
werden muss, so mnss sich dieses auch durch die Werthe von W und 
W' des Art. 5i aussprechen. Man findet in der That durch die dortigen 
AnsdrOcke 

folglich W = 0. 
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67. 



Es soll DUO das Torfaei^heode Beispiel in soweit al^eSodert wer- 
den, dass wir die lelzte Unbekanote uns wegdenken, und daher die fol- 
genden Gleichungen aufeulösen haben, 

x-t-x'+x" -t-x'+x'" = 1 

%x — Zaf = 1 



x + ^ 


+1 






+1 


= 





x' 


—x' 


+ ix- 




-3 


= 











x- 


— ( 


= 






Hier ist also die Zahl der Gleichungen um Eins grösser wie die der Un- 
bekanuten , und dieses Beispiel bat das Eigenthomliche , dass man aus 
den Gleichnngen sogleich erkeont, dass der Werth x"' =: 1 mit unend- 
lich grossem Gewfcht daraus hervorgehen muss. Man konnte s" so- 
gleich eliminiren, allern um zu zeigen, dass die allgemeine Auflösung 
die genannten Werthe fUr x" und dessen Gewicht giebt, werde ich diese 
Elimination nicht ausfuhren. Setzen wir nun wieder das Gewicht einer 
jeden der drei ersten Gleichungen ss 1 , so ist die Auflösung durch Hülfe 
der int vorhergeheuden Beispiel erhaltenen Werthe der HulfsgrOssen leicht 
auszuführen. Die (oa), (ab), etc. {bb,i), etc. b^alten dieselben Werthe, 
nur müssen von denselben alle, die in ihrer Bezeichnung den Buch- 
staben /'enthalten, weggelassen werden. Die Grösse (U,6) fällt auch 
weg, und an deren Stelle tritt 

(H,5) = 1.4257 
ein. Von den mit «, ß, etc. bezeichneten Holfisgrössen follen sowohl die 
e, wie die welche den Index Ainf haben , mit Ausnahme von / weg, 
endlich fHllt auch x" w%- ^^^ erhalt daher sogleich 

y ^ — 0.9i07 n SS 3.3078 

j,' — —0.9009 n' = 1.4656 

y' ^ +1-6930 n ^ 5.8036 

y" = +1.0000 n *« 3.0008 

y"" s^ +0.4752 n" s= 0.8417 

Für den zweiten Theil der Auflösung bleiben nun die f^, «, il dieselben 

mit der Ausnahme , dass wieder tf, »', t wegfallen , nnd es werden 

daher hier 
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F = +0.881 13, G = —3,59104 , B = —0.52*76 •) 
(,^) = +0.990U , (xn) = 0.752tS, (U) = 0.84174 
(,») =^ —0.04952 , (id) = +0.19802 , 
l^l) = +0.03971 , 
worans durch die Ausdrucke des Art. 46 die folgeodeD hervor gehen, 
{»»,1) = 0.75000 , («,2) = 0.78681 , g" = 17.778 
(«J,1) = +0.20001 , IT = +0.38660 . 

C = —3.54997 , 
o' = (8.69908) , b' = —(8.60320), i'^ (9.94934) 
6* = —(9.42599) , j" = —(0.67517) 
j"= (9.69141) 
wo die Logarithmen statt der Zahlen angesetzt sind. Man bekommt ferner 



w = 


+1.25763 , (a») = 


+0.28711 . (aJ) = +0.97068 


w = 


+0.84172 . (ß,) = 


+0,20790 , im — +0.63390 


w = 


— 1.10921 , ly») = 


-0.54465 , {y).) = -1.66490 


(*,) = 


—1.00022 , (*.) = 


. (<a) = -1.00015 


w = 


+0.03971 , («») = 


+0.19802 , (d) = +0.84174 




(a«,1) = +0.35001 


(oi,2) = +0.82690 




(f,/) = +0.25000 


lfi..i) = +0.53347 




(^,1) = -0.60002 


(,1,2) = -1.36041 




(*i,1) = —0.06002 


(<n,2) = —0.04660 




(«.,!) = +0.80001 


(d,2) = +0.78681 


und hiemil 








I = —0.1313 


p = 2.6296 




z = —0.1721 


fi = 1.1605 




2* = +1.1845 


fi' = 4.0748 




z- = -1.1185 


,." = 2.1627 




i" = -0.5248 


/a" = 0.8417 



= —0.7794 mit dem Gewicht = 1.475 

= —0.7288 . > A >= 3.278 

= +0.3086 . . • = 0.578 

= +2.1185 . . . = 1.179 

= +1.0000 > A . = 00 



*) Da hiern — tnBt, aber demungeaclilet alle drei BedingunBsgleichuogen 
mit zur Berecbnung von (na), {ab], etc. gezogen worden sind, eo können nictit mehr 
Fsif, etc. werden. Auf die Werllie der Dnbekannten und ihrer Gewichte ist dieses 
ganz ohne EinQuss. 
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hervorgehen. Es ist aleo , wie voraus gesehen wurde, x" ^ 1 mit ud- 
endlicb grossem Gewicht aus der Rechnung hervorgegangen. 

Die Ausdrücke des Art. 54 geben jetzt für die Stimme der Febler- 
quadrate 

W = 19,204 , W ts U 
womit 

W = 8,204 
wird. 



Man kann dieses Beispiel auch durch das Verfahren des Art. 29 
behandeln, und muss dieselben Resultate erhalten. Die gegebenen Glei- 
cbungen fUhre ich zu diesem Zwecke wieder an 

x-t- a:'-t-a;"+ x"' + 3r sb 1 

2a! — 3a:' sc 4 

a;"— x"'+ar » 2 



x+ X -t-a: +1=0 

a:' — a;"+2a:"' _3 a= 

x" —1=0 

Zur Elimination eignen sich bier x, af, x", und diese sind es daher, die 
man unter den a. a. 0. mit x,, x^, x^ bezeichoeten Unbekannten ver- 
stehen muss. Die vorstehenden Bedingungsgleichungen geben nun 

X = — 2a;"+2a;"'— 4 

x' = a:"— 2a:"'+3 

j;*= \ 

und die drei ersten Gleichungen werden nach der Eliminatioo dieser 

3l" =« \ 

— 7a!" + 10x"' =■ 18 

X" — X'" := 1 

Zufolge der Bezeichnungen des Art. 29 ist also jetzt 

a = , b = 1 , n an 1 

a' = — 7 , b' = 10 , n' « 18 

a" = 1 , b" = — 1 , n" = 1 

und hiemit werden, da fortwährend p = ;>' = p" = 1 sind, 
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(ao) - 50 . (ab} « — 7< , (an) « —125 
(bi) = 103, (bn) » 180 
weshalb die aafznlOseDden Gleichungen 

50i" ~T\x"' Ä —125 
— 71j;"+102ic"' = 180 
sind. LOst man diese uDbestimmt auf, indem man die rechleo Seiten 
derselben bez. mit a and ß bezeichnet, so bekommt man 



und es wird also in der Bezeichnung des Art. 30 

Die vorstehenden Gleichungen geben nun 

x" BS ~ ~ mit dem Gewicht :» -j^- 

.,- _ tIB SB 

DQd substituirt man diesQ Werthe von x" und x'" in die obigen Glei- 
chungen fOr X, af, x", so ergiebt sich 

Für die Gewichte dieser drei BestimmungeQ erhalt man darch Vergtei- 

cbnng der Gleichoogea (26) mit den obigen fUr x, x, x" zueret 

li = —i , r = -I-! 

(«' — +1 , »' = — S 

/j" = , »" = 

68 wird also zufolge des Art. 30 

-i- = t(/,/)-8(/,//)+4(7/,/;) 
-Jr = (W)-4(/,//)+i(//.//) 

4if - » 

md nach der Snbstitation 

p » 41- , P' = 4: , r = ~ 
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Verwandelt mao die hier in rationalen Brüchen gefundenen Resultate 
in DecimaJbruche , so wird man mit den Resultaten des vor. Art. voll- 
ständige Uebereinsiimmnng finden. 

Substiluirt man die hier erhaltenen W^rthe der Unbekannten in 
die drei ersten der gegebenen Gleichungen, so sind die übrig bleibenden 
Fehler 



und folglich die Summe ihrer Ausdrucke, oder 

W = -^ = 8.203 
auch mit dem vor. Art. übereinstimmend. 



Das Beispiel soll noch so geändert werden , dass ausser x^ auch 
x"' und x'" weggelassen werden. Die gegebenen Gleichungen sind 
also jetzt 

x-i- x'-t-x" s= i 

%x — 3x' Ä i 

x" = 2 



X-*- x' + x"-t-^ = 
x'—x"~-3 = 
Da hier m ^ n ist, so kttnnen die Uülfegrössen (aa), {ab), etc. ohne Zu- 
ziehung der CoefBcienien der Bedingungsgleichungen berechnet werden, 
aber die Zuziehung dieser letzleren kann das Resultat nicht im Gering- 
sten andern , and um dieses zu zeigen soll hier die Auflösung auf beide 
Arten dnrchgefllhrt werden. Ziehen wir nun zuerst die Coefficienten 
der Bedingungsgleichungen hinzu, so bleiben die ersten flülfsgrOssen 
dieselben wie vorher, und können aus dem Vorhergehenden entnommen 
werden ; sie sollen zu mehrerer Deutlichkeit hier wiederholt werden. 
(00) = 6 , (ab) ^ ~i , (ac) ^ i , (at) ^ 3 
(bb) = (S . (fcc) = 4 , {bl} » -2 
(cc) = 4 , (ci) = 3 

{«) = 6 
(Ä6J) = 9.3333 . (k,1) = 2.3333 , («,1) = 
(cc,2) SS 2.7500 , (c/,2) = 2 

(«,3) = 3.0454 
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a = (9.82391), /f = —(9, 
/S"= - 

»" = —(9.69897) 

woraus 

ri = -1-0.1364 
1,' = —0.(818 
1," = -^ 0.7273 

folgen. Ferner werden 

» = < 
y = 1.6667 , 
y" = 0.S500 , 
F = -H.6818 . 



, X = —(9.69897) 



(:,i,) = 0.48701 

(»»,1) = 0.66667 

«' = —(9.12491) 

{«)) = 0.2i02S , 
(/*l) = 0.15584 , 
ir^l) = 0.09091 , 

("»,1) > 



1.39793) , x" = 



x"'= —(9.68170) 



n = 0.3052 
)t' = 0.1299 
)i"= 0.3637 

• = 

»' = 1 

»"= —1.2500 

G = —3.9091 



(>)») = 0.06493 
(»«) = 0.67533 
R' = + 5.808 
«"= 31.435 
j' = (0.63824) 
j" = — (0.79239) 

(«») = 0.29870 
(/?») = 0.22077 
if,) = —0.45458 
0.26667 



(j!»,1) = 0.20000 
(i»,1) = —0.46667 



z = —0.8237 
i' = -0.7018 
i" = 3.2073 



/» = 0.2252 
fi' = 0.1069 
p" = 0.3437 



hervor i 



X = 0.9601 mit dem Gewicht = 12.50 
x' = 0.5200 > » > = 50.00 

«" = —2.4800 KI • = 50.00 

iheo. Es wird ausserdem 

W = 34.480 , W" = 10 
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woraus maD 

n" » 2i.i80 
bekommt. 

60. 

Nehmen wir dud wieder dieselben Gleicbangen vor, nemlicb 

x+ af+x" = 1 

ix—3r ~ i 



«+ x' + x"+i = 
x'—x"—3 -m 



nnd lassen bei der BerechnoDg der HulfsgrOssen (im), {ab), etc. die 
Coefficienten der Bedinguagsgleicbungen weg. Hiemit werden 
(na) s: 5 , {ab) = —5 , (tc) = 1 , (alj = 3 
{bb) — 10 , {bc) = t , {bt) s —2 
(cc) = * , (ci) = 3 

m = 8 

(M,() = 8 , {bei) = i , (H,<) = ( 

{cd) = i , (»1,8) = t 

(«,3) = 



y = — T 






» ■= «- 








»■-^ 


»"= s 






i" = 1 


, = ( , 






» = 


,'- *. 






»' = 1 


,•=0, 






. 1 
• = --r 


.,)=), (,.) = 




1 

B 


, F = 


H = 




IT 


, G =. - 


(«,1) = 8 , G' = 


- 


IS 
B 




r = 




Bll 

TT 




«■»-i. !■ 


= 


i. 


l" - - 
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w = 4- • 0*-) = -If . o*.') = 

fr,) ■= , {,.) = — 1-, (r.,<) = 



TT' 



P = 



» 






mit dem .Gewicht s=a ~j- 
. . . =60 
. . > _ 50 

mit den im vor. Art. erbalteaeo Resultaten völlig UbereinstimmeDd. 

61. 

Iq dem eben behandelten Beispiel 6ndet noch ein Umstand statt, 
welcher Beachtung verdient. Die erste durch Beobacbtuagön gegebene 
Gleichung ist , abgesehen vom vOtlig bekannten Gtiede , mit der ersten 
Bedingangsgleichnng ideotisch , so dass in der That von den fünf ge- 
gebenen Gleichungen nnr vier von einander wesentlich verachieden sind. 
Ea ist TOD Interesse, zn erfahren welchen Einflnss dieser Umstand auf 
das Resnltat hat, and diesen zeigt die Methode des Art. S9 am EibEuIk 
sten, weshalb ich dasselbe Beispiel auch nach dieser Hetkode belumdelii 
werde. Die Gleichungen sind wieder 

X+ Si + Z a« 1 



x'—x'—i H 
Die beiden iMzten Gleichungen geben 

X Ä — Äa;' — 4 



dby Google 



J 



662 P. A. Ransbk, [M 

Eliminirt man hiemit x imd x aus den drei ersten , so bekommt man 
-I 2 

— Ix SS 18 

a =i S 
folglich Dachdem man mit den CoefBcienten von x' multiplicirt, und ad- 
dirt bat, 

und durch die Substitation dieses Werthes in die Gleichungen tUr x und x' 

X = ^, a^ = -IT 
mit den vorher erhaltenen Werthen identisch , und dasselbe findet man 
auch in Bezug auf die Gewichte. Man erkennt aus dieser Auflösung, 
dass die Methode von selbst die Gleichung , die in den übrigen enlhal- 
teu ist , ausschliesBt und unberücksichtigt Itisst, und so wird es in allen 
ähnlichen Fatieu stattfinden. Nehmen vrir um einen zusammeogesetzle- 
ren Fall herbei zu fljfaren 

j; + 3a;' — s' = 5 

statt der vorherigen ersten Gleichung an , so findet sich durch die Eli- 
mination 

0=0 

— Ix" s= ^H 



s wieder fftr die Unbekannten und deren Gewichte dieselben Wer- 
the hmvorgebeD wie vorher. Die obige Gleichung , deren Wirkung durch 
die Methode annuUirt wordeo ist, ist wieder in den beiden Bedingungs^ 
glMcbnilgea enthalten , und entsteht , vreon man das Doppelte der zwei- 
1^ XU- erstän addirt. 

62. 
Dass auch die zwate Methode dieselbe Eigenschaft besitzt , laset 
sich leicht dadurch zeigen , dass man sie mit Weglassung der ersten ge- 
gebenen Gleichung auf die Ubrigao anwendet. Seien daher jetzt 
ix~3x = 1 



h »' + s + 1 = 

af — ir' — 3 Ä 
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dorch diese Methode za bebandela. Hier wird , wenn man die ersle Be- 
diDgangsgleicbuDg zur Bildung der ersten HulfsgrOssen zuzieht, da jetzt 
n — fflssl ist, 

(oa) = 5 , {ab) SS — 5 , (ac) »: 1 , (a^ = i 

{bb) = < , (k) =» 1 , {bl}= —% 

(cc) = 2 , (cO — 2 

(ii) ^ 5 

wo blos die GrOsseo die l enthalten von denen des Art. 60 verscbieden 

sind. Ferner 

(M,<) = 5 , {bc,\) = i , (iU) = — 1 

(cc,S) = 1 , (cl,2) = ä 

{«,3) = 

«■ = '. f=-ir- c = --4-. «=-4- 

WO alle Grössen mit deneo des Art. 60 Übereinstimmen. Hieraus folgt 

. 49 



J/ = -t 


'■■=^.- 




/= s 


»■= 1 




vio wieder die n mit dem Art. 60 ubereioslimmea. Feraer 


, =i 


» => 




,' = S 


«' = 1 




,-=0 


» 7 




(to = ' . (f») = 


i, F=' , 




(••) = 


\i. «==-6 




(«,() = 2 , e = - 


>1 

a 




«■ = 






.'--i. !■ = 


<. !-=-^ 




ferner 






(«,) = -!-. H = 


^. ("•.<) = 


-f 


&*i) = -f • w = 


W. ((»'•') = 


•f 


(„) = , W = - 


• T • (y-^) = - 


T 


wie im Art. 60, mit Ausnahme von 


F, G, und den davon abhangigen 



Grössen. Hiemit werden 



dby Google 



661 
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Barsb 


t»* 




I -- 


15 




/'--j;- 




2- = - 


■8 




M'--;^ 




I- = 


"iT 




/=-s- 


woraus 


'wieder dieselben Wertbe der Unb^aDiiteD und der Gewichte 


derselben hervorgehen wie 


vorher. 




jetzt etwas anders, weil die weggelassene erste Gleichung nicht mehr 


mitzahlt. 


Man bekommt 










W 


u 


, w 


» 1 


woraus 




W : 


BIS 




folgt. 











«3. 

Um dan Betspiel möglichst zu erschöpfen will ich schliesslich die- 
selben Gleichungen wieder mit der Veränderung vornehmen , dass die 
zweite Bedingungsgleichuog mit zur Berechnung der {aa), [ab], etc. ge- 
zogen werden soll. Hiemit wird 

(■u) = i , (oi) = 

(M) = <0 , 



(ti,1) = 



«' = -1-, (? = «, (}■=(, 
woraus 

» =-r " =-r 

y =i n' = s 

y' = 2 )l" SS I 

folgen. Femer 

<! = \ » = 

. B < . 

•( = X « "■ ' 

«■ - -I- »■ - 



, M = 


0. M= 2 


. (ic) = - 


- ( , (tl) = - 3 


(cc) = 


2, M= 2 




(«)= 6 


(tc,() = - 


t , (Rl) = 


K8) = 


. (c/,2)=-2 




(«,3) - 
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„) = ^, w-i. 


F = 


W = t , 


6 =- 


(»,)) = 4- , 


G' = — 




K = 




!'=- 


(o,) = .^. (..) = -,-. 


(«.,<) = 


(ft) = 6 . 0*.) = t , 


Os..i) = 


W = T- W = ». 


(r».i) = 



« = -«- /* = "«- 

> «IS ■ ts 

« = -«- /* = -IT 

woraiu wieder dieselben W«-the der UnbekaDQteQ und der Gewichte 

h«>vorgeben wie vorher. Fflr die Summe der Fehlerqaadrate wird jetzt 

W ^ -^ . W = 9 
also 

wie im vor. Art. 

Ich habe ehe ich weiter gehe hier noch eioe Bemerkang eioza- 
schaltea. Wenn man die zwei Verfahruogsartea , die für die.AaflOsuDg 
der al^emeineii Au^abe ia dieser Abhandlung entwickelt worden sind, 
in ihrer Anwendung auf das eben bdiandelle Beispiel betrachtet, so 
scheint ee , dass die Auflösung des Art. 89 auf geringere Arbeit fllhrt, 
wie die spater entwickelte. In der Thal hat im vorstehenden Beispiel 
jene Auflösung auf eine kürzere Rechnung geführt wie diese. Abw die- 
ses findet nur in so einfachen Fällen, wie der^ den dieses Beispiel dar- 
bietet, statt. In der Anwendung auf Falle, in welchen die Zahl der Un- 
bekannten and der fiedingungsgleichungen grösser ist, und die Coeffi- 
cienten keine so einfache Zahlen sind wie hier, sondern aas Decimal- 
bruchen tAme Ende bestehen , ist die Sache eine andere. In solchen 
Fallen ißt die zweite Auflösung im Allgemeinen diejenige , welche ge- 
ringere Arbeit verursacht, und nur in besonderen Fallen, namentlich in 
solchen , wo die Elimination der mit x^, x^, etc. bezeichneten Grössen 
leicht bewnistelligt werden kann, die erste Auflösung vorzuziehen. 
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§. 4. AiwnJHag itr ebei gelöst« Aofgabe anf die Ge»disie, maia 
der Bediigug, dtss bv Eme Gnudlinie gCHesscB wtrdea ist. 

a) Erstes Verfahren. 

64. 

Wir kommen jetzt zur Anwendung der im Vorhergebenden ausge- 
fUbrten Auflösung auf die Geodäsie. Zwar ist von d^-selben schon im 
Art. 55 durch ihre Hinführung auf die Gaussische Aufgabe des »Supple- 
mentum theoriae combinationis etc.« eine geodätische Anwendung gege- 
ben worden , allein diese ist nicht immer anwendbar , indem Umstände 
eintreten können , die einer allgemeineren Aufgabe angehören. 

Es wird jetzt angenommen , dass in einem Dreiecksnetze eine grös- 
sere Anzahl von Winkeln gemessen worden seien, wie diejenige, die 
mit der Zuziehung Einer Dreiecksseite hinreichend und nötbig ist um 
dieses Dreiecksnetz zu bestimmen, und nach der Ausgleichung der Mes- 
sungen gefragt, diu^h welche die wahrscheinlichsten W^the der- 
selben hervorgehen. In Bezug auf die Messungen selbst soll zuerst an- 
genommen werden , dass man nicht die Winket für sich , sondern die 
Richtungen . die die Schenkel der Winkel bilden , unmittelbar einge- 
schnitten habe *). Man wird weiter unten sehen , dass jener Fall sich 
mit Vortheil för die Abkürzung der Rechnungen auf diesen hinfllhren 
lässt. Das Verfahren bei den Messungen, welches der nun zu ent- 
wickelnden Anwendung der allgemeinen Aufgabe zu Grande li^end 
gedacht wird , ist daher das folgende. 

Nachdem auf irgend einer Station , die zugleich einen Dreiecks- 
punkt bildet , der Theodolit angestellt und nivellirt worden ist , stelle 
man bei unverändert gelassenem Kreise desselben die übrigen Dreiecks- 
punkte, in so weit sie sichtbar sind, durch blose Bewegung der Alhidade 
in das Femrohr ein , lese nach jeder Einstellung die Mikroscope oder 
die Nonien des Theodoliten ab, nnd notire die Ablesungen. Hierauf 
drehe man den Kreis des Theodoliten um einen beliebigen Bogen , und 
wiederhole dasselbe Verfahren , welches fortzusetzen ist , bis die vor- 



"J Die Messung der Richlungea staU der Winkel selbst ist, so viel ich weisB, 
zuerst Ton W. Strube angegeben und angewandt worden. S. Schum. Asli^ Nscbr. 
B. II. p. (34 n. f. 
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bestimmte Anzahl von EinsteltuDgeo eines jedea Dreieckspunkts erlangt 
ist. Eine jede solche Reihe von Einstellungen nenne ich einen GyruB 
(gynis horizontis). Die zuföllige BeBchafTenheit der Atmosphäre und auch 
andere Umstände kOnneo bewirken, dasa nicht jeder Gyrus alle einzu- 
schneidenden Punkte enthalt, und wenn deren viele vorhanden sind , so 
wird, man jedenfalls nicht Alle in jeden Gyrns aufnehmen , weil dadurch 
bewirkt werden wtirde, dass man sich zu lange auf den unveränderten 
Stand des Theodoliten verlassen mQsste. Man wird im letztgenannten 
Falle fUr jeden Gyrus ein Maximum von Einstellungen festsetzen , und 
die in jedem Gyrus einzuschneidenden Punkte so auswählen , dass mög- 
lichst viele verschiedene CombinatiODcn derselben vorkommen. Mao 
wird femer die verschiedenen Gruppen , in die man zu diesem Zwecke 
alle einzuschneidenden Punkte getheilt hat , mehrmals einschneiden , so 
dass von jeder derselben eine zweckmässige Anzahl von Gyris erhal- 
ten wird. 



65. 

Indem wir nun zur Anwendung unserer Aufeabe auf diese Mes- 
sungen Übergehen, ist zuerst zu erwögen, dass jeder Gyrus einen ver- 
schiedenen, beliebigen Anfangspunkt hat, and dass daher allen Ein- 
stellungen eines jeden Gyrus eine beliebige Zahl zugeRlgt, oder eine 
solche von denselben abgezogen werden darf. Die zweckmassigste 
Wahl dieser Zahlen ist die , welche bewirkt , dass alle in den verschie- 
denen Gyris erhaltenen Werthe der Richtungen eines und desselben Ge- 
genstandes einander nahe gleich werden, und zugleich nahe die Azi- 
muthe aller Funkte reprasentircn. Man kann hierauf noch einen Schritt 
weiter gehen, und für jede Richtung, oder jedes Azimuth, einen belie- 
bigen genäherten Werth , der sich von selbst durch die erhaltenen Beob- 
achtungen darbietet, abziehen, so dass hierauf alle der weiteren Be- 
rechnung zu unterwerfenden , durch die Beobachtungen erhaltenen Zah- 
lenwerthe kleine Grossen werden , ja man kann durch dieses Verfahren 
bewirken , dass in einer Anzahl von Gyris alle diese Zahlenwerthe Null 
werden. Bezeichnen wir nun die auf diese Art durch die Beobachtungen 
erlangten Zahlenwerthe des ersten Gyrus mit I, V, V, etc., die mit 
Uebergehong der Bedingungsgleichungen den angenommenen Werthen 
der Richtungen zuzuiUgenden , wahrscheinlichsten Verbesserungen mit 

AMaxll. d. K B. GuallMb. d. WÜHUch \\». t9 
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X , X, X, etc., und die wabrscheiDlichste Verbesserung des aDgenomioe- 
nen gemeiDscbaftlich«! AnfaDgspuDkts dieses Gyrus mit u , so giebl die- 
ser erste Gyros die folgeDden Glw^hoDgen 

(53) 3! -». tt »* i , «' -t- u =a i' -, «' + tt «• r , elc. 
Seien die Gewichte dieser Beobachtongen 

p , jj', p', etc. 
Im zweiten Gyrus habe man aaf gleiche Weise die Zahleowerthe der- 
selben Richtungen i, , ^/, \% etc. erhallen , bezeichnet man hieraur mit 
u die wahrscheinlichste Verbesserung des angenommenen gemeinschaft- 
lichen Anfangspunkts dieses Gyrus , so giebt derselbe die Gleichungen 

(54) . a: + ü ^ i , a;' -|- u = T . «' -|- «^ = V , etc. 
Seien die Gewichte dieser Beobachtungen 

Dnrch einen dritten Gyrus bekommt man ebenso 

(55) . a; -I- «„ ^ i^ , 3:' + «^ =a T , x -¥ m^-= V . etc. 
mit den Gewichten 

V, • V. - P," ' ötc. 
und jeder folgende Gyrus giebt ähnliche Gleichungen. Diese sind die 
Gleichungen (29) unserer gegenwartigen Aufgabe , in so weit nur Eine 
Station betrachtet wird. Jede andere Station , auf welcher beobachtet 
worden ist , liefert ahnliche Gleichungen , in welchen aber andere Unbe- 
kannten vorkommen , die in so ferne man nur zuerst den ersten Tb«! 
der Auflösung betrachtet , von jenen unabhängig sind. In Bezug auf den 
ersten Theil der Auflösung können also die Beobachtungen einer jeden 
Station unabhängig von denen aller übrigen Stationen berechnet wer- 
den. Es zerfallen, mit anderen Worten , in der gegenwärtigen Angabe 
die allgemeinen Gleichungen (39) in so viele von einander abgesonderte 
Systeme wie Stationen vorhanden sind. 

66. 
Die vorstehenden Gleichungen, in weichen x, x, x', etc. und u, 
tt . u^, etc. die Unbekannten sind , würen jetzt nach den Vorschriften der 
Artt. 42, 43, 44 zu behandeln, und da ihre Anzahl immer wenigstens 
eben so gross ist, wie die der Unbekannten , so brauchen in der gegen- 
wärtigen Aufgabe zur Berechnung der Grössen [aa), {ab), etc. die Coeffi- 
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. der BedinguDgsgletcfaungeD . die sieb aas dem Drdecksnetz im 
GaDEen betrachtet ergeben, nie hiozugezogea zu werden. Es tritt je- 
doch hier eäo Umstand ein , der eine Abweichung vom allgemeineD Ver- 
ehren bedmgt , imd dieser besteht darin . dass aus den eben aufgestell- 
ten Gleichungen , io wie grosser Anzahl sie auch vorhanden sein mögen, 
nie alle Unbekannten bestimmt werden können, sondern immer Eine 
derselben imbestimmt bleibt. Dieses hat seinen Grund darin, dass der 
Anfangspunkt der Richtungen willktlhrlich ist, und folghch x, x, x', etc. 
an sich unbestimmte Grössen sind, von welchen nur die Unterschiede 
(die Winkel, die daraus hervorgehen) bestimmte Werthe bekommen. 
Da eine der Unbekannten willkfihrlich ist . so kann man zwischen 
allen Unbekannten, oder einem Theil derselben eine beliebige Bedin- 
gungsgleichung aufstellen*), und diese so einrichten, daes man ge- 
schmeidige Endformeln bekommt. Sei diese Bedinguogsgleichang 

e= Hu + Ju + Ku^ + (56) 

+ ffx + Sm -I- Kx -\- ... 

wo vorlaufig d, H, J, K, etc. B\ J', K', etc. unbestimmte Grössen sind. 



67. 

Wir könnten nun die allgemeine Auflösung unmitleibar auf die im 
Vorhergehenden aufgestellten GleiohHngen anwenden , mttssten aber da- 
bei auch auf den zweiten Theil derselben Rücksicht nehmen, weil eine 
BedingungsglNchong eingeführt worden ist. Theils am letzteres zu ver- 
meiden, und theils um die Unbekannten u, u , u^, etc. zu eliminiren, die 
weiter nicht gebraucht werden , ziehe ich vor den ersten Theil der Auf- 
lösung a priori in Bezug auf die aufgestellten Gleichungen durchzufllh- 
ren. Es ist aus dem Vorhergehenden klar, dass dieser darin besteht, die 
wahrscbeiolichsten Werthe der Unbekannten in der Annahme zn su- 
chen, dass in der Aufgabe die zu lösen ist, nur die Bedingungsgtei- 
chung (56) vorhanden sei, die Werthe der -Unbekannten , die man da- 
durch erhält, sind die, welche im Art. 44 mit y, y, y, etc. bezeichnet 
wurden ; der zweite Theil der Auflösung bleibt hierauf derselbe wie im 
Vorhergebenden. 

*) S. Scbmn. Asir. Nachr. B. XV[. Nr. 361. 
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Das leitende Ihriocip , welches wir hier aozuwendea haben, besteht 
wieder darin, dass die Summe der mit ihren Gewichten moltipticirten 
Quadrate der übrigbleibenden Fehler ein Minimum werden muss , wäh- 
rend die Gleichung (56) vollständig erfüllt wird. Bezeichnet nun i^ einen 
nnbestimmten Factor, so muss in Folge der Gleichungen (83) bis (56) 
die folgende Function 

p{x + u ~ ly + p'(af + « — l'Y + p'ix' •+■ o — f)* + ... 
+ p_{x + u — l_Y + p^{3f H- «, — T)' -*-P°i^'' -*• ", — O* + •■■ 

+ pp + «^ — 'J^ H- P.' (iC' + « — C f + P.'i^" -•-".— V f ■*- ':■ • 

+ etc. 

— 2i/'(tfu + Ju, + Ku^ 4- ... + Ha: + J'x + K'x + ... — Ö) 
ein absolutes Minimum werden und diese Bedingnag giebt sogleich die 
folgenden Gleichungen 

px -I- p'x + pV + .. . + Pu = (fti) + flip 



p,' 


+ y,V + p 


v + 


...+ Pu 


= ('«,) 


+ 


Jyf 


PJE + p^X + p 

etc. 


v + 


■ + K«. 


= w 

etc. 


+ 


Kf 


Qx 


+ pu + f 


", + 


/>.". + •■■• 


= {te) 


+ 


flV 


ov 


+ p» + p, 


", ■*■ 


p>. + --- 


= (fa') 


+ 


Jv 


ov 


+ p'u + p, 
etc. 


", + 


p.X + M 

etc. 


+ 


K'y, 


in welchen zur 


Abkürzung 
P= p 
P.^P. 

K = P. 

etc. 

e =p 

Q' = P 
Q-=P 


+ p 
+ p, 
+ p. 

+ p, 
+ p, 

+ p.' 


+ / + .. 
+ J>,' + - 

+ ?.'+• 

+ P. +• 
+P,'+ ■■ 
+ ?.'+• 









(lu) = pl + f'V + p't + . 

(fa) = p,(, + pT + p/r + . 
C".) = p.'. + p.'V + f .''.' + ■ 

etc. 

(te) = j>^ + pi^ + pj^ + . 

(ir') = p'l + p'X + p,'r + . 

(Ix) = pT + pT + p;r + . 
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gesetzt worden sind. Die Bedeutung dieser Summen kann ein&cb mit 

Worten ausgedruckt werden. 

P ist die Summe der Gewichte aller Beobachtungen des ersten Gyrus, 

i*, zweiten Gyrus, 

P^ dritten Gyrus, 

u. s. w. 
Q ist die Summe der Gewichte alter für die Richtung x vorhandenen 
Beobachtungen, 

Ö" X .... 

0' x' . . . . 

u. s. w. 
(fei) ist die Summe der mit ihren Gewichten multiplicirten, beobachte- 
ten Werlhe im ersten Gyrus, 

(bt) im zweiten Gyrus, 

{&ij im dritten Gyrus, 

u. B. w. 
(tr) ist die Summe der mit ihren Gewichten multiplicirten , ftlr x erhal- 
tenen Werthe, 

M ^' • • 

(fcT »• • ■ 

u. s. w. Diesen Bedeutungen zufolge können diese Sommen leicht, und 
ohne Irrthum befürchten zu mtlssen, berechnet werden. 



Ehe ich weiter gehe will ich auf eine wesentliche Vereinfachung 
aufmerksam machen , deren die Ausdrücke des vor. Art. ftihig sind, und 
diese einführen. 

»Man kann immer auf einfache Weise bewirken, dass alle mit (/u), 
{bt}, (luj, etc. bezeichneten Summen Null werden.! 

Dem Vorhergehenden zufolge ist der gemeinschaftliche Anfangs- 
punkt aller Richtungen eines jeden Gyrus völlig willkuhrlich, bezeichnet 
man daher mit m irgend eine beliebige Zahl , dann ist z. ß. der Aus- 
druck fUr {lu) nicht nur der im vor. Art. angegebene , sondern es ist auch 

(lu) = p(l — m) + p'{t— m) ■+■ p'if— m) + ... 
bestimmt man aber nun m so dass 



dby Google 



679 P. A. Hasseü, [»08 

m — ~S~ l ^ P'i'-i-^rj. 

tn — -jr* + p-f + -p-f + ... 

wird , so ei^iebt sich sogleich 

(i») = 
und da man dieses Verehren auf die BeobachtuDgea eines jeden Gyrds 
anwenden kann, so kann man auch {kt), flu), etc. gleich Null machen. 
W. z. b. w. 

Wenn , wie am häufigsten der Fall ist , die Gewichte der Beobach- 
tungen des betreffenden Gyrus einander gleich gesetzt werden kennen, 
so wird m gleich dem arithmetischen Mittel aller l dieses Gyrus. 

Fuhren wir nun die obige Beslimmung in die Gleichungen des vor. 
Art. ein , dann sind zuerst auf die eben erklärte Art 

p{l-~m) , p'{t—m) , p"(r— m) , 
p,(f— mj , pl{V—m) , p'[l'—m) , 

p,('.— '".) ' p.'{l'— •»,) • p/(C— "»J ■ 

etc. zu berechnen, und diese statt pl, p't, etc. p,/,, etc. etc. anzusetzen, 
worauf die Gleichungen 

( px ■+- pV + p'x' + ... + Pu = fl^ 
px + p^x + p^x' + . . . 4- Pu^ SÄ Äip 



(57) 



etc. 



(58) 



Oa: -§- jrt* H- p«, ■+- pu^ + .... = [Ix) -|- ff'v» 

QV -§- p'u + p/u -1- p^u^ H- — = (k') H- /»p 

OV + p'u ■+- p,"o, -l- p/u^ -*- =«= (tc°) + K'rp 

etc. 



zur Bestimmung der Unbekannten u, u , u^, etc. x, x, x", etc. dienen. 

Es kann noch bemerkt werden, dass jetzt die Bedingungsgleichungen 

P + P + P„-f- .., = 0-f- O'-i- 0" + ... 

(iE) + (te') + (ir") -|_ . . . SS 

stattfinden , die zur Prüfung der numerischen Rechnungen dienen können. 



Aus den Gleichungen (57) und (58) kann man ohne Mofae sowohl 
|i wie o, 1*,, u^, etc. eliminiren. Seien 
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etc. 




N = 


P 

P 


B + 


p. 
p, 


j 


+ 




K 


+ . 




W 


If - 


?- 


H + 


f.' 
~ p. 


j 


+ 


-^ 


£ 


+ . 




r 


A-=: 


P 


B-t- 


v" 
p. 


1 


+ 


P-" 
P. 


« 


+ ■ 


, _ 


«■ 


etc. 






















$ = 


If 


+ 


p 


+ 




*■ 









MuUJplicirt man nun die erste Gleichung (57) mit -p-, die zweite mit 
~— , die dritte mit -^ , u. s. w. und addirt die Produkte . so erhalt man 
in Folge der Bedingungsgleichung (36) 

V = -|-i + -^s' + -'j;x+...+-|- . , (89) 

und die Elimination von i/^ aas den (S7) giebt hierauf 






(60) 



u. s. w. Setzt man diese Werthe von u , u . u^ , etc. und ^ in die (58) , 
so er^bt sich das folgende System von Gleichungen 

[aayc + {ah)x' + {ac)x + . . . . = (o^ j 

{ab)x + (Wy + (ftc)x' +....= (A^ j . . (61) 

{de)« 4- {hc)x' + (cc)a;'-4- .... = [et] ) 

u. 8. w. in welchen die CoefGcienten die folgenden Ausdrttcke erhalten, 

M - + 4- - (PP) 
(«») = T - (w') 

etc. 

M = (fa) - -¥• 
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(M) = 


0' + 


S 


- iP'p') 


(k) = 




JV'N" 
S 


-W 


etc. 








M = 


M- 


WS 
5 




(CO) = 


0- + 


s 


(PP') 


etc. 








(oi) = 


M- 


s 





u. B. w. Dachdem die folgenden Abkürzangen eiagefUhrt worden ftind, 

(K.') = -f- + ^ + -^+--- 



etc. 

= _C-i.-tf--i.-t— 



(p'rt = V 



u. B. w. womit die Elimioation der Uobekanntea u, u,, etc. ausgefilhrt ist. 



70. 

Sueben wir jetzt den einfachslen Ausdruck flir die Summe der mit 
ihren Gewichten multipÜcirten Fehlerquadrate, die wie oben mit W be- 
zeichnet werden soll. Die erste Entwickelnng des für diese Summe im 
Art. 67 aufgestellten Ausdrucks giebt 

W = \Qx -^ pu + f}i_ + p^w + . . . — {lx)\x 
+ 10'^;' + p'« + p'«, + p\u, H- . . . — [lx)\^ 
+ i V + p"u + p'u H- p\u^ ■+-... — [Ix") j x" 
+ etc. 
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+ \px + pV + p'x' -+• . . 


. +Pu 


+ |p,^ + p'/ + v'p + ■ ■ 


■ + ^,», 


+ {?.»+ P'/ + f/ + ■ ■ 


• + ''.«. 


+ etc. 





+ (i/) - |(fc)n- (W)x' + (fa>" + . . . } 
wo 

(«) = pP + y'P + p-f +... 
+ pl,' + p't} + ?■/,'+ • • ■ 
+ p.P + (j'/.' + p'/.'+ . . . 
+ etc. 
gesetzt ist. Zufolge der Gleichungen (57) und (58) geht dieser Äufidruck 
zuerst in den folgenden über 

W = ^)\Htt + Ju^ + Ku^ + . . . + H'x + J'x + K'x' + ...| 
4- («) — (fe)» — {Uy — (k>" — . . . 

und dieser verwandelt sich zufolge der Gleichungen 

(fa) = (at) + JL. e 

[Ix) = {H) + ^e 
{ix-)= {ci} + ^e 

etc. 
und der (56) und (59) in den folgenden 

W ^ -^ + {11) — {al}x — {bl)x — {ct)x — .. . 

Wenden wir uns jetzt zum Inhalt des Art. 5i, so flnden wir, dass die 
rechte Seite dieses Ausdrucks fttr W, mit Ausnahme des ersten Gliedes, 
mit der dort mit J2_ bezeichneten Function identisch ist. Da nun aber 
hier alles was sich a. a. 0. auf die Bedingungsgleichungen bezieht weg- 
gelassen w^den muss, weil die einzige hier vorhandene Bediogungs- 
gleichuDg in den vorstehenden Ausdrucken schon vollsttlndig berück- 
sichtigt worden ist, so ergiebt sich sogleich 

W =e («,») -I- -f 

welches der einfachste Ausdruck dieser Function ist. Die Grösse {U,n) 
wird hier bei der Dumerischeu Auflösung der Gleichungen (61) auf die- 
selbe Art erhalten, wie im Art. 43 allgemein gezeigt wurde. 
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71. 

Id der BedingungsgleichoDg (56) sind alle CoefScäeaten UDbestimmt 
gelassen worden, aber es ist von Wichtigkeit zu aatersacben, welche 
WirkuDg die eine oder aodere BestimmuDg derselben auf die Werthe 
der Unbekannten, die aus den (61) hervorgehen, so wie auf den Betrag 
der Function W auetlben. Diese Untersuchung soll jetzt vorgenommen 
werden. Nehmen wir an, daBS die (61) unbestimmt aufgelöst worden 
sind: und setzen demzufolge 



(6ä) 



X = ((,))M + (l.äJM + ('.3)(cl) ■ 
i' = (),2)(ai) + {i.iptj + {S.3)(ci) - 
x' = (l,3)(o() + (S.3)(H) + (3,3)(ci) - 



u. s. w. Hao bekommt nun durch die Verbindung dieser mit den (61 ) 
auf bekanote Art die folgendeD Gleichungeo 

(1.1)(oo) + {\.i)[ab) + ().3)(oc) + . 

(t,t)(o4) + (<,2)(M) H- (l,3)(*c) + . 

(1,l)(ac) + (i,ä){6») + ().3)(m) h- . 

etc. 

((,S)(»ii) + (ä,2)(oi) + (2,3)(iu!) + . 

■ ^^,i}{ab) + (ä,2)(6t) H- (ä,3)(6c) + . 

{f,i){ac) + (2,2)(k) + (2,3)(ra) + . 

etc. 

(i,3)(<>a) H- (2,3)(o6) + {3,3)((i») + . 

(1.3)(a6) + (2.3)(66) + (3,3){6c) + . 

{i.3){ac) + (2.3)(l.c) + (3,.3)(oc) + . 



= 
= 
etc. 

= 

= 
etc. 
= 
= 

etc. 



Die Aasdrtlcke der Coeflicienten {aa), (ab), etc. etc. des Art. 09 geben 
aber durch die Addition , mit Berücksichtigung der Ausdrücke fttr P, P,. 
etc. und Oi Q'> etc. die ihrer Seits 

e = (w) + ipp') + ipp') +■■■ 

Q' = W) + ip'r') + W) + • • • 
0' = {n) + ip'p) + (p p") + • • ■ 

etc. 
geben, die folgenden 
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{aa, + (rf) + M + . . . = JfL 

(»*) + {bh) + {bc) + ^ 

(oo) + (ic) + (oc) + , . . = ^ 
etc. 
wenn man 

sy = N + K' + N' + . . . 
setzt, und venDillelst dieser erbalt maa aus den vorsleheoden Gleichan- 
gen, wenn man jede Gruppe derselben summirt, 

(1,1)iV+(1.2)iV + (i,3)r+... =«-J,-| 

H,i)N + (2.2) JV' + (2.3)Är' + - . . - J^ . (e3j 

(1,3)^ + {i,S)N- + (3,3)iV + . . . = -Z^- 
etc. etc. ) 

Berttcksichtigl man nuo jn den AuBdrocken R}r(ai), (bt), etc. nur die von 
6 abhängigen Glieder, setzt demzufolge 

M = - -f » 

(61) = - -^ « 

M - - f » 

etc. 
und snbstituirt diese Werthe in die (62), so et^ebt sich in Folge der (63) 

« «= i' »= ir" =5 elc. =■ — ^ 
Die Einführung des Coefficienlen 6 der Bedingungsgleicbung (56) fUgt 
also allen beobachteten Richtungen eine und dieselbe Grösse hinzu, und 
hat folglich aaf die Unterschiede derselben, das ist auf die aus den 
BeobachEungen hervorgehenden Winkel zwischen den eiogeschiüttenen 
Pankten, gar keinen EinBnas. 

72. 
Man multiplicire die erste der Gleichungen (63) mit (at), die zweite 
mit (b[), die dritte mit [cl), u. s. w. und addire die Produkte, so ergiebt 
sich in Folge der (62) 
Nx -H N'x- + iVV + . . . « -A. j (fl^ + (6/) ^_ (ci) -j. . . . j 
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Aber die Ausdrucke des Art. 69.fllr (oi), {hl], etc. geben in Verbindung 
mit der Gleichung 

{Ix) + {Ix') +{b-) + ... =0 
des Art. 68 

M + (") + M + ••• = - T « 
und folglich wird 

(64) . . . Nx + N'x + iV'x" + .. . + 6 = 
Hiemit giebt die (59) 

V = 
* und die (60) gehen Ober in 

u _ p- X p-x — j, X— ... 

« = ^ * P. *' — -^ *' — ■ ■ • 

etc. 
Substituirt man hierio den im vor. Art. fUr die x erhaHenen gemdn- 
schaftlichea Werth, so ergiebt sich 

U SS U^ ^ U^ =: elC. ÄS -^ 

woraus hervoi^eht, dass die Einführung der Grösse 8 allen u dieselbe 
Grösse hinzufügt, die sie von den x abzieht. Es bekommen also nicht 
blos die Winkel zwischen den beobachteten Richtungen, sondern auch 
die Sununen x + u, je' ■+■ u, etc. x + u, > z' + u, , etc. etc. dieselben 
beslimmten Wertbe, wie auch 6 angenommen wird. 

73. 
Aas dem zunächst Vorhergdiendeo folgt schon , dass die Summe 
der mit den Gewichten multiplicirten Feblerqoadrate von 6 unabhUagig 
sein muss , da sie blos Function von den Summen x -h u, x -t- u, etc. 
X + u^, x' + u,, etc. etc. ist, es soll aber diese Eigenschaft direct be- 
wiesen werden. Nehmen wir zu dem Ende den Aasdruck 

W ^ -^- + {II) — {aFjx — {b[)x — {ct)x' — . . . 

des Art. 70 vor, und erwägen dass (U) von ß unabhängig ist, uod mit 
bioser Rucksicht auf die von 6 abbangigeo Glieder 
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j: Ä a;' = ic' ^ etc. ss — -^ 
und 

{at) = -JLe. {bii = -^e. {ci) = -^e. etc. 

siod, so erball man, wieder mit bioser Rücksiebt aaf die Glieder, die $ 
entbalten, 

«' = 4-1- = » 

also W von 6 uDabh&ngig, w. z. b. w. 

74. 

Es kommt jetzt die UntersuchuDg an die Reihe, welchen Einfluss 
die GoefBcienten B, J, K, etc. unserer Bedingungsgleichung (56) auf die 
Werthe der Unbekannten ausüben. Aas dem Umstände dass y = ist, 
wie im vorvor. Art. bewiesen wurde, könnten wir schon den Schluss 
ziehen, dass diese Coefficienten, gleichwie $, willkuhrlich bleiben, allein 
diese Sache verdient direct untersucht zu werden. 

Wie man gesehen bat, treten diese CoefGcieaten nicht unmittelbar 
in die Coefficienten der Gleichungen (61 ) ein , sondern die mit N, N', 
N", etc. and S bezeichneten Functionen derselben, aber wenn wir mit 
den ü, J, K, etc. B', J', K', etc. irgend welche beliebige Aenderungeo 
vornehmen , so können wir nicht nur die daraus hervorgebenden Aen- 
derangen von N, N', etc. S mit ^N, JN\ JN", etc. JS, sondern auch 
die daraus folgenden AenderupgeD der Coefficienten der (61) mit J{aa), 
J{ah), etc. etc. und die der Unbekannten mit Jx, Jx, Ax", elc. be- 
zeichnen. Die Gleichungen (61) gehen daher nach diesen Aenderungen 
strenge in die folgenden 

[((w)H-^(aa)]^a;+[(ai}+^(ßfcj]^x'+[(ac)-f.^(oc)]^j:'-l-...-l-F=0| 

[(acj+z^(ac)]^x+[(6c)+^(k)]^'+[(a:)H-^(cc)]z/iF''+...-i-f°Äo) 

u. 8. w. über, in welchen die völlig bekannten Glieder die Ausdrticke 

F = xJ{aa) + x'J{db) •+■ x°J[ac) + . . . — J{al} 

F ^ xJ{ab) + x'J[bb) + x'J{bc) + . . . — J{bt} 

F° = xj{ac) + x'JQtc) + x'^{cc) -I- ... — J{cti 

etc. etc. 
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haben. Wir dUrfea jetzt, ohne dass die Strenge des Resultats dadurch 
verietzt wurde, die VerSoderung JS für sieb betrachten, Setzt man zu 
dem Ende 

so bekommt man 

^(fla) = iVV. J[ah)=NN'r, [J{ac) ^ NN'r, eic. ^{al) =^ — Hör 

J[bb) = N'h. J[bc) = WN-r, eic. J{hl) « — Ä> 

J[cc) = iV'V. etc. z/(c/) » — H'er - 

a. s. w. und es werden 

F = Nr [Nx + N'x + jVV -j- - . . + ö) 
f ' s= ;V'r(Aa; -|- N'x + iVV + . . . -|- e) 
F° = y°r{Nx + N'x + iVV + ... + ») 

u. s. w. also in Folge der (6i) 

F^ F' = F° ^ etc. = 

Hiemit werden vermöge der (66) auch 

^x »« ^x = ^x" ^ etc. = 

oder irgend eine Aeaderung von S, sei sie auch noch so gross . bringt 

kane Aeoderung in den Werthes der Unbekanolen hervor. 

tlntersodien wir jetzt die Wirkung der gleichzeitigen Aenderengen 

.^N und j/iV'. Die Annahme dieser giebt strenge 

J{aa) = iN'-^- + ^"- , J[bb) = 2.V'^' +^. J{cc) = 



J(ab) = S'-§-i-S 


S 


. .mjN 


,^(ftc) = iV"^ 


//(cd) = 


Jlac) = JV-f 






j(bd) = y"^ 


etc. 


etc. 






etc. 


etc. etc. 


Jial)^-^8 










und setet man j^zt 


ur 


AbkOrzuog 

P = ■ S 





so findet nmo mit Zuziehung der Glejchong (64) 
F = (JV + JSjf 
f = {«■ + JN')f 
F- = N'q 
F- = ff-p 
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0. s. v/. die m die (66) za setzeD sind. Setzt man hiemil zugleich 

^x' ^ Jx •\- % , Jx ^ Jx -^ i' , etc. 
wo %, z\ etc. unbestimmte Grössen sind, so erhalt man nach einer leich- 
ten iteduction 

+ [(06} + J{ah)'\z + [{ac) + J[ac)]z + . . . -1- (iV -*- J1S)q ^ 

+ [{bb) + J{bb)] t + \{bc) -i- .^{be)]t' + . . . + (^' + JPf)^ = 

etc. etc. 

die auf den ersten Blick zeigen, dass ihnen nur durch 

z = z ^ etc. = 
Gntlge geleistet werden kann, und dass sie 

M = Jx = Jx" = etc. = -.^§±§ß-, 

geben. Man sieht leicht ein, dass je zwei Äeoderungen z/N ein analoges 
Resultat geben müssen, und da in den Ausdrücken der Coefficienten der 
Gleichungen (61) die iV nur in zwei Dimensionen voriionimen, so muss 
<tie Betrachtung der gleichzeitigen AeaderuDgen aller N auch ein ana- 
loges Resultat geben. Ferner ist in Folge des Vorhergehenden leicht 
einzusehen , dass die HinzufÜgung einer Aenderung von S dieses Re- 
sultat nicht andern kaiw. 

Die vorhei^ehenden Entwicketungen geben daher zn erkennen, 
dass irgend welche Aenderungen, die man mit iV, N', iV*. elc. und iS 
vornimmt, höchstens die Werthe der z, x. x', etc. um eine und dieselbe 
Grösse andern können , und folglich ohne Eiofluss auf die Winkel sind. 
Auch findet man durch die (65), gleichwie oben , dass immer diese ge- 
meinschaftliche Aeoderung der x, x', etc. die nemliche Aendernng im 
entgegengesetzten Sione in den WerÜien der u, u , u^, ete. hervor- 
bringt. 

Da demzufolge die Aggregate x -i- u, .x' -1- u, etc. a: H- u,, ^' + u, . 
etc. etc. unvermindert bleiben, so folgt aus dem Ausdruck för W, dass 
diese Grösse stets unverKndert bleibt, und also ein absolutes Mini- 
mum ist. 

Es ist aber hiebei zu bedenken, dass man die N nicht alle gleich 
Null, und S nicht unendlich gross machen darf, weil dadurch bewirkt 
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werden wUrde, dass von den Gteicfaungen (61) jede in den übrigen 
enthalteo wttre. 

75. 

Da dem Vorhergehenden zufolge die N, iV', N', etc. und S mit der 
eben angegebenen Ausnahme völlig willkuhrlich sind, so kann man sie 
anwenden, um aus den Gleichungen (61) möglichst viele Glieder fortzu- 
schaffen, wodurch die Rechnung vereinfocbt wird. Dass man von den 
mit denselben zwei Buchstaben bezeichneten Goefßcienten keinen fort- 
schaffen darf, zeigt schon die vorhergehende Auflösung der allgemeinen 
Aufgabe dadurch, dass diese CoefGcienten in den Nennern der verschie- 
denen Ausdrücke eintreten, auch würden dadurch die N imaginäre 
Werthe bekommen. Aber von den anderen Coefficienten der (61) darf 
man so viele fortschaffen wie überhaupt möglich ist, und da die Anzahl 
der N der Anzahl der x gleich ist, so kann man im Allgemeinen, wenn 
man wieder die Anzahl der x mit n bezeichnet, n CoefScienten , oder 
Glieder, gleich Null machen, und zwar kann dieses auf vielerlei Arten 



Eine Art n Glieder fortzuschaffen besteht darin, dass man im Voraus 
annimmt , dass der Werth irgend einer der x gleich Null werden soll. 
Sei z. B. • 

a: = 

dann giebt die erste Gleichung (58) die Bedinguogsgleichung 

pu + p,u\ -k- pu^ + . . . =s (tc) 
and vergleicht man diese mit der (56), so werden 

B^p. J=p,, i:=p^, etc. fl'=/' = i:'=s=etc. = 0, e = {lx) 
Die Substitution dieser in die Ausdrucke fUr N, N', etc. des Art. 69 
giebt 

N = ipp) , N' =. ipp) , N' = ipp") , etc. S = ipp] 
womit man die folgenden Ausdrücke der CoefScienten der (6 i ) bekommt, 

M = o , lu) = Q- + 1^ - ^f',■) 

(oc)=0 , '*'' SS '■fi 

et«- elc. 

«=« ■ M = (fc')-g(fc) 
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u. 8. w. Die GleichangeD (61) werden hierauf 

ßa: Ä 

(6fc)a;' + (fcc)a;" + (bdjx" + . . . = {bl} 

{bc)x' + {ccjx" + (cd)x' + . . . Ä [cl) 
lbd)3f -t- {cS)x -f- ((W)!" + ... = ((«) 

u. 8. w. woraos x ^ ü folgt , wie im Voraus bestimmt wnrde. Der 

Art. 70 giebl in diesem Falle 

w'^M + lf 

76. 

Das im vor. Art. entwickelte Verfahren ist nicht das zwectmas- 
sigste znr Anwendung , denn es ist gar kein reeller Gewinn darin ent- 
halten , dass im ersten Theile der Auflösung die Verbesserung einer der 
beobachteten Richtungen Null wird. Die Bedingung, die hier dazu an- 
gewandt worden ist um (oi) Null zu machen , kann zweckmassiger dazu 
verwandt werden um noch einen CoefGcienten einer der Unbekanuten 
z. B. {bc) ^ zu machen, denn hieraus entstehen im Verlaufe der Auf- 
lösung wesentliche Vereinfachungen, die darin bestehen, dass eine 
Anzahl anderer , sonst auch zu berechnender Grössen , • zugleich Null 
werden. 

Es sollen daher jetzt die CoefGcienten 

[ah) , (ac) , [ad) , etc. nebst {bc) 
gleich Null gemacht werden, deren Anzahl n ist. Da auch S willktlhr- 
lich ist , so scheint es als könne man noch einen Coef&cienten Null ma- 
chen, allein die Ausdrücke der Coefßcieoten (aa), (ab), elc. des Art. 69 
zeigen, dass dieses unmöglich ist, indem sie alle zu Functionen von 
-^ , -^ , etc. und -—= gemacht werden können, wodurch S gänzlich 
ans denselben entfernt werden kann. Es soll daher zur Vereinfachung 
S = 1 

AUniJI. 4. K. B. Cctellicb. d. WlwraKt. XMI. 50 
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gesetzt werden. Die Grösse 8 giebt Veranlassung ausser den oben ge- 
nannten Coefficienten der Unbekannten auch eins der völlig bekannten 
Glieder [al), (bi), etc. Null macfaen zu können, aber da daraus kein reeller 
Vortheil erwächst, im Gegenthei) die Ausdrucke dieser Coefficienten mehr 
zusammengesetzt werden , so mache ich von diesem Umstände keinen 
Gebrauch, sondern setze vielmehr 

Ö « 



Die hierauf zu 




[pp'). elc. 


(?>■) 


elc. elc 




Da Qun 






NN' 

NN" 

NN'" 

elc 


= {PP') 
= (ff") 
- (ff"') 


und 






N'N" 


= IP'P") 


werdeo mt 


issen 


so beko 


Doml man 






(pVI 


N'" = Äl 






-V^^ 


ff- = ^ 




_ 1 / (WIO^p"! 


JV'=Ä 










etc. 


die auch zu berechnen sind. Alsdann werden 


w = o 


*-S 


-im) 


, 


(66,1) = ff +jr'-(pV) 


W = o 








(6c,l) = {bc) = 


(«) = 








(6rf,)) = W"-{py") 


M = o 








(*e,1) = iV'W- - (p'f") 


(o«) = 








etc. 


elc. 








(6M) - (!.■) 


(ot) - (fa) 





{«,«) = Q"+N"^ - (p"p") {dd.f] = ff" + N'"' - (p"'p'") 

(cd,«) = ff"JV" - {p"p'") (*!,1) = *'"*" - (j>">') 

(ce,2) = iVar" — (p'p') elc 

elc. (dM) = (te"') 
(c(,S) - (fa") 
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(M,i) =(r + N'>- ifp") 

etc. 

(rfj) = (fa') 



elc. bis 
{//) = pP + pV + pT» + p'T' + . . . 
+ P}^ + P'/,' + p7,' + P"/,' + • ■ ■ 

■^pP + p'.C + p7,' +?"/» + ... 

+ pA' + p'.c + pv: + p'/-' + • • • 

•«- etc. 
welche letzte FoDCtion zur gleichzeitigen Berechnung von W dient, und 
mit welcher 

W = («,tt) 

erhalten wird. Die außtulösenden Gleichungen (61) gehen hiemit in die 
folgenden ober, 

{aa)s 3B (aQ 

(bb,i)x' + {bd,i)x"' + (6ß,1)a;* + . . . = {bl.i) 

(cc.2)ar" 4- {cd.i)x"' + (ce,S)x" + . . . = (c/,2) 
{bd,i)af + (cd,2}a;" + ((W.<)x"' + {de,i)x" + . . . = (d/J) 
(fce.lK + (ce,i)x" ■+■ {de,^)3!" + {ee,i)x' + . . . = {el,i) 
etc. etc. 

die auf die vorbeschriebene Art in der Auflösung zu behandeln sind. 
Es kann noch angemerkt werden, dass in Folge der fehlenden Coefß' 
cienten derselben von den Uülfegrässen des Art. i3 

ö' =/?' = / = rf' = etc. = j?" = 
werden, so wie dass von denen des Art. ii 

a" ^ a" = «"^ = etc. = 
, und die Übrigen die folgenden Ausdrücke erhatten, 

r = r~ 



ß" 


= i' 




+ i'T 






r 


= 


j" 


■ + d'r" 


+ 




ß' 


-." 




+ ,-r 


,r 


r 


— 


e'" 


■ + ,y 


+ 


tY 


«r 


= 




e" 


+ 


i»~ 
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worauf die Ausdrucke der Uobekannten 

- 1' = X + if" + xf 

— «" = i" + tt" + *>" 

— x" = «" + /«T 

— i' = / 

etc. etc. 

sich ergeben. Die vorbeschriebeneD RechouDgen kODuen durch die fol' 
geuden Gleichungen, die aus dem Art. 71 hervorgehen, geprott und wo 
nölhig berichtigt werden. Die {ff), {pp'), etc. durch 



ipp) + (W) + (pp") + ■ 





(pp) + W) + i.p'p") + ■ 


.. = ff 


(pp") + ip'p") + ip"p") + ■ 


. . = g" 


eto. 


etc. 


die (oo), (bb.l) etc. durch 




M 


= NsN 


(H,l) + (M,1) + . . 


. = N'm 


(»,2) + (cd,2) + . . 


. = N"^lf 


{bd,\) + {cdXl + {dd.t) + . . 


. = N"'SN 


etc. 


etc. 


und die Werthe der Unbekannten selbst durch 




= JVx + fl'x + N"x" + iV' 


V" + . . . 



die aas dem Art. 73 hervorgeht. Will man hierauf aach die Wertbe der 
u, u , etc. keDDeo lernen, so dienen hiezii die Gleichuagen (65). Wenn 
eine oder mehrere der {pp), {pp"), {p'p") Null werden, so können durch 
die obigen Ausdrucke die N, N\ iV" nicht berechnet werden, aber in 
diesem Falle kann man durch Abänderung der Reihenfolge , in welcher 
man anfänglich die Richtungen aufgestellt hat, immer diese Bestimmung 
wieder möglich machen. 

Das eben entwickelte Verfahren den ersten Tbeil der Aaflösung 
unserer Aufgabe, oder die sogenannte »Ausgleichung auf den Stationen« 
zu behandeln, bewirkt nicht nur an sich selbst ein kurzes Verfahren, 
dessen richtige numerische Ausführung durch die zur Controle derselben 
vorhandenen Gleichungen gesichert wird, sondern die zum Verschwinden 
gebrachten CoefGcienten oben auch auf den zweiten Theil der Auflösung 
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in Bezog aaf die Abkürzung desselben wesentliche Wirkung aus, indem 
sie bewirken, dass auch dort eine Anzahl von Gliedern verschwinden. 

77. 

Die Ausdrucke des vor. Art. führen in zwei verschiedenen Fallen 
die allgemeine Aufgabe, auch in ihrer Anwendung auf die Geodäsie, auf 
den im Art. 55 betrachleten speciellen Fall zurück. Der eine dieser 
Falle tritt jedes Mal auf den Stationen ein, auf welchen nur drei Rich- 
tungen eingeschnitten worden sind, denn kürzt man die Gleichungea 
auf diesen Fall ab, so werden sie 

* — '"il _ (fa=) 

(M) — «W) 

y _ («■*) _ (to') 

* — KS) — [ce.%] 
WO 

(aa) = Q +N^ - (pp) » N{N+N' + N") 
{bb,\) =s Ö' + N'-i - {p'p-) = M-{N-i-N'-t-N") 
(eci) = Q" + N"^ ^ {p"p") =^ N"{N+N' + N") 
sind, und 

(pp) ' (pp') . iPP") 
{p'p') > (p'p") 
ip"p") 
so wie N, N' , N" eben so wie im allgemeinen Falle zu berechnen sind. 
Alle mit a, ß, /, etc. und angehängten Strichen bezeichneten Grös- 
sen werden hier Null, und zur Berechnung der Summe der mit ihren 
Gevtichten multipUcirten Fehlerquadrate ergiebt sich aus dem Vorher- 
geheoden 

W = (H,3) = {«) - a:(te} - £{\a!) - a;"(ir"} 
Die allgemeinen Bedingungsgleichungen fUr die (p;)), {pp'), etc. und für 
die Unbekannten selbst besteben auch hier. 

78. 

Der zwdte Fall, in welchem die allgemeinen Formeln von selbst in 
den genannten speciellen Fall übergehen, ßndet auf allen Stationen statt, 
auf welchen in jedem Gyrus alle vorhandenen Richtungen eingeschnitten 
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worden sind , und man in jedem Gyrus für sich allen BeobaditaDgen 
dasselbe Gewicht beilegen kann. Da in diesem Falle 

p ^ p' = p' =s etc, 
P, ^ P, *= P', ^* **''• 
P„ =" P', '^ p". " ®'c- 
Q. 8. w. ist, so giebt die Gleichung (9) schon zu erkennen, dass 



P+P.+P-+— P+P,+P-+--- ' P+P,+P.+ - 

u. s. w. werden mllssen, und die allgemeinen Ausdrücke des vorvor. 
Art. bestaiigen nicht nur dieses, sondern weisen auch nach, dass in der 
That der genannte specielle Fall eintritt. Bezeichnet man wieder mit n 
die Summe aller Richtungen, so werden jetzt 

i* = np , P = t^_ , P__ aa np^ , etc. 
ö =: 0' SB 0" = etc. = p + p, + p^ + . . . 

and Folge davon ist, dass sich 

(SP) = (pp') = M.= «lo- = -I- 

{p'p') = (P'p") = etc. = -2- 

(/pT = ete. = X 

etc. 
and 

N ^ N' = N' ^ etc. =^ ]/J 

ergeben, die CoefGcieoten der Endgleicbungen werden daher 

{aa) « (66,1) = (cd) ^ etc. = Q 
Qod alle übrigen CoefGcienten derselben werden Null. Diese Gleichun- 
gen gehen daher tiber in 

Qx =s {Ix) , Qx = (h') . QiT = {bT) , etc. 



P+P.+R.+ 



p+P,+R,+ ... 
J'+P,+P-+.-. 

D. s. w, hervorgehen, w. z. b, w. 
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WeDD alle Gewichte einaDder gleich gesetzt werden dürfen, so 
geben diese ÄusdrQcke id die arithmetischeo Mittet aus den Beobach- 
toDgea doer jedeo Richtang über. 

Alle mit a, ß, y, etc. bezeichoelen Grossen werden wieder Null, 
und ausserdem noch 

(«,»] » 
Diese Resaltate gelten wie gross auch die Anzahl der Richtungen ist, 
die den Forderungen dieses Artikels gemäss eingescbDitten worden sind. 

79. 

Zu den speciellen Fallen die vorkommen ktinnen gehOrt noch, abgesehen 
von den in den beiden nachstvortiergehenden Artikeln betrachteten , der 
Fall, dass auf der einen oder anderen Station mit den Richtungen nach 
den Dreiecksponkten zugleich Richtungen nach anderen Gegenständen, 
die keinen Dreieckspunkten angehören, beobachtet worden sind. Es 
können z. B. die Azimuthe dieser Gegenstände genau bestimmt sein, 
und man will sich derselben daher zur Orientirung des Dreiecksnetzes 
bedienen; es können auch andere Ursachen die Hitbestimmung solcher 
Punkte veranlasst haben, wie man weiter nnten sehen wird. 

Um in diesem Falle die Rechnungen möglichst abzukürzen, ist 
nichts weiter zu thnn wie diese überzähligen Richtungen , wie ich sie 
nennen will, aus der natürlichen Reihenfolge der Richtungen auszuheben 
nnd ihnen die letzten Stellen in der Reihenfolge aller Richtungen der 
betreffenden Station znzutheilen. Die Rerecbnung ist darauf eben so 
wie sonst auszuführen , nnd man erlangt dnrch diese Anordnung den 
Vortheil, dass in dem zweiten Theil der Auflösung diese überzähligen 
Richtnngen so wenig wie mt^ich eintreten. 



Betrachten wir nun wieder den allgemeinen Fall, den auch der 
Tor. Art. in sich schliesst, in welchem nicht jeder Gyms, oder kein 
Gyms, alle Richtungen enthalt, dann sind zuerst in den Ausdrücken für 
(pp), (pp'], etc. die Gewichte der fehlenden Einstellungen Null zu ma- 
chen , nnd d«ngemass die numerischen Werthe dieser Grössen zu be- 
rechnen. Waoo die Beobachtungen so beschaffen sind , dass man die 
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Gewichte aller Einstellungen auf der Station einander gleich, und in 
Folge dessen ss 1 setzen kann, (und dieser Fall kommt gewöhnlich vor, 
weil man selten im Stande ist etwaige Unterschiede in der Gute der 
Beobachtungen hinreichend genau durch Zahlen ausdrucken zu können,) 
so werden die Bedeutungen der Hulfsgrössen einracher als im Art. 67 
angegeben ist. Es werden alsdann 

P die Anzahl der Einstellungen des ersten Gyrus, 

P B » B » » zweiten b 

u. s. w. 

Q die Anzahl der Einstellungen der Bichtung x, 

ö' . . - » . , ^, 

u. s. w. 

{lu) die Summe der im ersten Gyrus durch die Einstellungen er- 
halteoen Werthe, 

(iuj die Summe der im zweiten Gyrus durch die Einstellungen 
erhalleneo Werihe, 

Q. S. W. 

(Ix) die Summe der für x durch die Einstellungen erhaltenen Werthe, 

(II') » . B B X' » B 

u. s. w. Mit BUcksicht auf diese Bedeutungen der Hulfsgrössen ist es 
immer leicht die Werthe der CoefGcienten {aa), etc. zu berechnen , aber 
es ist die Berechnung derselben gar nicht schwieriger, wenn;), p^, etc. 
etc. verschiedene Werthe haben, vorausgesetzt dass diese ganze Zahlen 
sind , und diesen Fall kann man oft herbeifuhren , und zur Abkürzung 
der Bechnung benutzen. 

Wenn auf einer Station viele Gyri beobachtet worden sind, so wird 
es nicht ausbleiben, dass eine Anzahl von Gyri vorkommen, in welchen 
dieselben Punkte eingeschnitten worden sind, eine andere Anzahl in 
welchen ganz oder zum Theil andere Punkte, aber wieder in jedem 
Gyrus dieselben, u. s. w. Vorausgesetzt nun, dass man das Gewicht 
einer jeden Einstellung = 1 setzt, kann man aus jeder dieser Gruppen 
von Gyris zuerst das arithmetische Mittel nehmen, und dieses in der fol- 
genden Bechnung so behandeln, als wSre dessen Gewicht gleich der 
Anzahl der Gyri, aus welchen es entstanden ist. Man kürzt dadurch die 
Bechnung wesentlich ah , ohne an der Strenge derselben etwas zu ver- 
geben. Die so entstehenden Gewichte sind selbstverständlich ganze 
Zahlen , und es sind nun mit Bückeicht auf diese die Hul&grOssen za 
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berechneD. WeDn z. B. die erste Gruppe das arithmetische Mittd aus 
m Gyris ist, so setze man 

p =s p' SS p' ^ etc. >K fli , und P :a /im 
weoD ft die Anzahl der Richtungen ist, die in diesen Gyris eingeschnitten 
worden sind, u. s. w. Wenn in den Gyris, in welchen x vorkommt, diese 
Gewichte 

p ■am m , p^ s^ m^ , p^^ m^ , etc. 
sind, so vrird 

Q ■=! m -I- m, -^ m, -4- . . . 

n. s. w. and auf ahnliche Art verfährt man bei der Berechnung der mit 
(Ix), etc. und (pp), etc. bezeichneten Grössen. Man kann hiebe! noch 
bemerken, dass man durch die im Art. 68 gegebenen Gleichungen 
P + P + P, + . . . = Q -i-Q' + Q' + ... 

m + {ix') + {ix) + ... =^ 

eine Conirole der numerischen Rechnung erhält. Man braucht hier nicht 
die Division, die zur Eriangung des arithmetischen Mittels erforderlich 
ist, auszufuhren, sondern kann sogleich die Summe dieser Gyn ansetzen, 
die unmittelbar zur Berechnung der mit [tx), {Ix), etc. bezeichneten 
Grössen dienen. 

81. 

Es ist hier der Ort die Betrachtung des Falles einzuschalten, in 
welchem nicht die Richtungen, sondern statt dessen unmittelbar die 
Winkel zwischen den Dreieckspunkten beobachtet worden sind. Es 
kann dieser Fall wohl noch hie und da bei neueren Triangulationen vor^ 
kommen , aber wenn man altere Triangulationen zo berechnen oder zu 
untersuchen hat, so findet man denselben immer vor. 

Nehmen wir zuerst den Fall an , dass nur die von einander unab- 
hängigen Winkel auf der Station beobachtet sind , so bindert nichts die 
durch diese Beobachtungen erhaltenen Werthe derselben mit y, y, y, 
etc. zu bezeichnen, und hiemit wird die Angabe sofort auf den speciel- 
len Fall des Art. 56 hingefUhrt. Da jetzt sehr wohl die verschiedenen 
Winkel verschiedene Gewichte haben können, indem die Beobachtung 
des einen mehrmals wiederiioU worden sein kann wie die irgend eines 
anderen ; so sind demgemass die a. a. 0. vorkommenden , mit p, p, p', 
bezeichneten Gewichte zu bestimn>en. 
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Nebmea wir dag^n ao , dass ausser den einzeloeo Winkeln audi 
Winkel beobachtet worden sind, in welchen jene enthalteD sind, wie die 
Ergänzung aller übrigen Winkel zum Umkreise , oder Summen zweier 
oder mehrerer einzelner Winkel , so entstehen hieraus Bedingungsglei- 
chuDgen, die nicht zu denen gehören, die das Dreiecksnetz an sich dar- 
bietet , und die ich daher locale Bedingungsgleich ungen nennen will. 
Verweist man diese Bedingungsgleichungen in den zweiten Theil der 
allgemeinen Auflösung, wie bisher immer geschehen ist, so bleibt der 
specielle Fall des Art. 65 zwar bestehen, aber der zweite Theil der Auf- 
lösung wird unnöthigerweise verlängert. Da aber die Berechnung dieses 
zweiten Theils, in den Fällen, wo die Anzahl der Bedingungsgleichungen 
gross ist. bei Weitem die grösaere Arbeit bei der Ausgleichung der Be- 
obachtungen eines Dreiecksnetzes verursacht, so ist es von wesentlichem 
Vortheil diesen nicht unnöthiger Weise zu verlangem. Die Aufnahme 
der localen Bedingungsgleichungen in diesen zweiten Theil der Auflö- 
sung ist aber eine unnötbige Verlängerung desselben, da sie auf a'n- 
fache Weise in dem ersten Theile berücksichtigt werden können. Zwar 
hört alsdann die Auflösung auf, in Bezug auf die betreffenden Stationen, 
dem speciellen Falle des Art. 55 anzugehören, aber die kleine Vermeh- 
rung des ersten Theils der Auflösung, die dadurch entsteht, wird bei 
Weitem durch die Abkürzung des zweiten Theils aufgewogen. 

Man kann jeden gemessenen Winkel in zwei Richtungen zerlegen, 
oder als den Unterschied von zwei Richtungen betrachten, von welchen 
die eine ganz willktlhrlich ist. Jeder gemessene Winkel iKsst sich daher 
wie ein Gyrus von zwei Richtungen betrachten , nnd stellt man alle auf 
einer Station beobachteten Winkel in dieser Form auf, und löst die da- 
durch erhaltenen GleichuDgeo den ErklflmngeD des Vorha-gehenden ge- 
mäss auf, so ergeben sich die Werlbe von y, y', y, etc. in welchen die 
localen Bedingungsgleichungen volle Berücksichtigung erfahren haben, 
und daher im zweiten Theil der Auflösung nicht beachtet zu werden 
brauchen. 

Man kann hiebei noch Folgendes bemerken. Nimmt man die v(h<- 
länfigen Werthe der den unabhängigen Winkeln entsprecbenden Rich- 
tungen so an, dass sie den Beobachtungen vollständig entsprechen, so 
werden alle diesen Richtungen zukommenden Werthe der mit l bezeich- 
neten Grössen gleich Null , und in so fem keine abhängigen Winkel auf 
der betreffenden Station beobachtet worden sind, (bhrt die im Vorfaer- 
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g^enden erklarte Aaf losuog uamhlelbar auf die Wertbe y ^ ü, y' ^ 0, 
y" SS 0, etc., wodurch der specielle Fall des Art. 55 wieder herbei ge- 
führt ist. Sind aber auf dieser Station auch abhftngige Winkel beobacb* 
tet, dann werden in den aus diesen entspringendeD Gyrl die beiden dazu 
gebörigeo l nicht gleich Null, und die ans der Auflösung aller Gleichnn- 
gen hervorgehenden Wertbe von y, y', etc. werden im AIIgemeiDen auch 
nicht mehr gleich Null. 

82. 

Ehe ich zur Anwendung des zweiten Theils der allgemeinen Aof- 
lösung auf die Geodäsie Übergehe, will ich das Vorhergehende durch 
ein Beispiel erläutern , welches ich aus der von mir vor ohngefShr 30 
Jahren zum Zweck einer staatsöconomischen Landesvermessung ausge- 
führten Triangulation des hiesigen Herzoglhums entlehne. Selbstver- 
ständlich wurde es zu weit fuhren, wenn ich hier diese ganze Triangu- 
lation anfuhren and berechnen wollte, ich muss mich damit begnügen 
aus derselben einige zusammenhaflgeDde Dreiecke aoszuwühlen. und die ' 
Berechnung dieser, als ein Ganzes betrachtet, zd zeigen. 

Es worden bei dieser Triangulation auf allen Stationen nicht die 
Winkel für sich, sondern die Richtungen eingeschnitten und beobachtet, 
und da auf fäsl jeder Station eine grosse Anzahl von Pnokten einzu- 
schneiden war, so wurden in keinem Gyms Alle eingeschnitten, sondern, 
wie im Art. 6i erklärt worden ist, verfäbren, ond möglichst viele Com- 
binatiooen der einzoschneidenden Punkte gebildet, deren jede einen 
Gyros bildete. Da demzufolge die oft genannte Gaussische Auflösung 
auf die Berechnung dieses Dreieckenetzes nicbt angewandt werden 
konnte, so entwarf ich schon damals die hier erklarte, wandte sie bei 
der Berechnung au, und veröffentlichte die Endformeln ohne deren Ab- 
leitung im 16. Bande der Schum. A. N. - 

Ich führe noch an, dass zu dieser Triangulation blos Szöllige Theo- 
doliten angewandt wurden, deren Nomen unmittelbar 10' gaben. 

83. 
Aas der oben genannten Triangulation werde ich nnn für das hier 
zu berechnende Beispiel die fünf Stationen , oder Dreieckspunkte, See- 
berg, Inselsber^, Wacbsenburg, Warte, Hörselsberg auswählen und be- 
rechnen. 
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Ich bemerke hieza im Voraas, dass die Bezeichnung der Richtun- 
geo und anderer in Betracht kommenden Grässen mit Buchstaben, wie 
im Vorbergehenden geschehen ist, wohl in der Ableitung der Relalio- 
oen, auf die die Auflösung der Aufgabe führt, zweckmässig ist, dass 
man sich aber in der Anwendung , und namentlich bei grossen Triangu- 
lalionen , weit zweckmässiger der Zahlen zur Bezeichnung bedient. Es 
sollen daher auch hier diese und zwar so angewandt werden, dass 
nicht nur jede Station , sondern auch jede Richtung mit einer Zahl be- 
zeichnet wird. Die oben genannten fünf Stationen werde ich mit (1), 
(2), (3), (4), (5] bezeichnen, so dass 

Seeberg . . . (1) 

Warte .... (2) 

Inselsberg ... (3) 

Wachsenburg . . (4) 

Hörselsberg . . (5) 
zur Bezeichnung erhält. Die Richtungen nach den Dreieckspunkten werde 
ich gleichfalls mit den fortlaufenden Zahlen so bezeichnen , dass auf je- 
der Station mit der (1) angefangen wird Wo es oöthig wird die Statio- 
DOD zu unterscheiden , kann die Stationsnummer der Richtungsnommer 
rechts unten als Index angehängt werden, so dass allgemein (r),, wo r 
die Richtungsnummer und s die Stationsnummer bedeutet , die Bezeich- 
nung irgend einer Richtung wird. Ins Besondere sollen im Folgenden 
{r), der vorläufig angenommene Werth irgend einer Richtung 
u){r), die im ersten Theile der Auflösung zu berechnende Verbesserung 

derselben, 
y{r), der hieraus folgende Werth derselben bedeuten , so dass 

y{r). = (r). + »(r). 
wird. Die Coefficienten [aa), (ab), etc. (bb), etc. des Vorhergehenden 
sollen , in so weit sie Dreieckspunkten angehören, mit 

(1,1),, (1,2)., etc. (2,2), 
bezeichnet , und überhaupt diese Bezeichnungsart auch auf andere Grös- 
sen ausgedehnt werden. Im ersten Theile der Auflösung wird man den 
Index 8 grösstentheils weglassen können , und nur bei jeder Station all- 
gemein angeben. 
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8i. 
Hit der Station Seeberg ss (1) anfangend , werde ich mit Weglas- 
suDg der StalioDSDummer den hier von den dort uberiiaapt beobachte- 
ten RichtuDgen aufzuDebmenden die folgenden Bezeichnungen geben, 
(1) = Richtung nach Station (3) 

(5) = . . • (6) 
{»). (3) = » • • (2) 

. (3), (4) = . . . (4) 

(a) as • nach Trugleben 

(6) s= > » kl. Rettbach. 

Die Richtungen (a) und (b) , die hier mit aufgenommen worden sind, 
gehören keinem der ttbrigen hier in Betracht zu zieheudeu Dreiecks- 
punkteo au , und es tritt daher hier der Fall ein , der im Art. 79 erläu- 
tert wurde. Diese beiden Richtungen habe ich, wie dort voi^eschrieben 
wurde, aus ihrer natürlichen Reihenfolge herausgenommen, und den 
ObrigeD nachgestellt. Es ist oolbwendtg zu erklären, weshalb diese bei- 
den Richtungen hier mit angenommen worden sind. 

Statt auf dem Dache der vormaligen Sternwarte auf dem Seeberge 
zu beobachten , wie firüher geschehen ist, zog ich vor die Theodoliten 
auf in die Erde eingemauerte Steinpfeiler aufzustellen , da aber hier das 
neben liegende Gebäude der Sternwarte fast 1 SO" des Horizonts ver- 
deckte, so mussten zwei solcher Steinpfeiler, einer nördlich und einer 
sudlich vom Gebäude angewandt werden. Um unter diesen Umstanden 
eine sichere Verbindung zwischen den von jedem dieser beiden Stand- 
punkte aus beobachteten Richtungen herzustellen , wurden mehrere Ge- 
genstande aufgesucht, die auf beiden Standpunkten sichtbar waren , und 
hanfig mit eingeschnitten. Solche sind die oben mit (a) und (b) bezeich- 
neten. Die Wachsenburg war übrigens auch von beiden Standpunkten 
aus sichtbar. 

Da hier nicht bezweckt wird, die definitive Berechnung dieser 
Triangulation zu geben , sondern einen Auszug aus derselben als Erläu- 
terung des Vorhergebendeu aufzustellen , so halte ich es nicht für noth- 
wendig die Beobachtungen jedes einzelnen Gyrus anzugeben , soudem 
begnüge mich die Summen der Gruppen , nachdem davon die vorläufig 
aogenommeneD Werthe der Richtungen abgezogen worden sind, anzu- 
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AlbreD. Diese sind , nachdem die erforderlicheD CeDtrirnDgea berück- 
sichtigt worden waren, nebst den vorläu&g aDgenommenen Werthen der 
Riditangeo in dem folgenden Tafelchen enthalten. 
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Ausser den Nummem der Richtangen , und den vorläufigen Wer- 
then dersdben giebt diese Tafel in der obersten Zeile die Äozehl der 
gleichartig«! Gyri, deren Summen, nach Abzug der Torilofigen Wotbe 
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darnnter stehen. Durch HiDzafUgung einer aDgemessenen CooBtante za 
den Beobachtungen einer jeden Gruppe kann man bewirken , dass jede 
dieser Summen klein und positiv wird. 

Da alten Beobachtungen hier derselbe Werth beigelegt werden 
wird, so sind die Zahlen der obersten Zeilen zogleich die Gewichte der 
betrefieaden Gruppe von Gyris. 

Neben der Bezeichnung S folgt die Summe der Summen jeder Co- 
Ininne , und neben M das arithmetische Mittel derselben. 

Es muss nun jedes dieser arithmetiscben Mittel von den Zahlen 
derselben Golumne abgezogen werden , und diese Unterschiede dürfen 
nicht weiter geändert werden. Sie sind in der folgenden Tafel aufge- 
stellt , and zwar in entgegengesetzter Äoordnung , nemlich so , dass alle 
Zahlen, die derselben Gruppe von Gyris angehören , in Einer Zeile ste- 
hen. Dieser Tafel sind tiberdies die Gewichte p, und die Zablenwerthe 
P, P , etc. 0. Q', etc. ^ t yr> etc. und {Ix), (bf), etc. einverleibt, die 
nach den im Vorhergehend^ dafür entwickelten Regeln berechnet wor- 
den sind. Die Gruppen von Gyris habe ich mit laufenden Nummern ver- 
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Die BerechnoDg d^ (pp). 
derselben. 



ipp'), etc. gab die nacbfolgeodea Wertfae 
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20.i1 67 


18.0833 




?' 












80.75 



Da hier (pp") und (p'p") Null sind , so tritt der im Art. 76 vorgese- 
hene Fall ein , dass die Bestimmung der iV, W, N" bei der oben ge- 
wäblteo Reihenfolge der Richtungen uumöglich wird, aber man sieht 
sogleich , dass die Möglichkeit dieser Bestimmung wieder herbei geführt 
wird , wenn man die Aufeinanderfolge der Richtungen (3) und (4) um- 
wechselt. Man braucht deshalb die Täfelchen nicht umzuschreiben, son- 
dern die Andeutungen, die ich oben hinzugefügt habe, gnUgen vollstän- 
dig. Nur muss man jetzt die neuen Nummern dieser beiden Richtungeh 
bis ans Ende der ganzen Rechnung unverändert beibehalten. Diesem 
entsprechend ergaben sich nun die numerischen Werthe der N, N', etc. 
vrie folgt, 

S =1.5, JV = 3.0 

N' = 0.5 , JV" = 

N" - 2.5 , N' = 0.9lii 

und die der Coefßcienten (oa), {bb,i), etc., wobei jedoch zu bemerken 
ist, dass ich bez. 1, 2, 3, 4, a, b statt a, b, c, d, e, f geschrieben habe, 
und damit fortfahren werde , da mir in der Anwendung diese Bezeich- 
nung zweckmässiger scheint wie jene , die nur bei der Herleitung der 
Formeln den Vorzug verdiente. In der Folge muss man daher nnt» 

(1,1). (i,/), (2,2,1). (2,3.1), etc. (2.i,1) 
(3,3.2). {3,4,2), etc. (3,/,2) 
(4.4.3), etc. (4,/,3) 
etc. 
jene Coefßcienten verstehen. 
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i 


1 


> 


i 


a 


b 


I 


4 


12.6667 

















— 9'220 


2 




19.0 








i.8333 


1.6 


+13.623 


3 






22.1667 


—2.0 


—6.5 


-9.4itt 


+ 6.742 


t 








12.8333 


— S.3333 


—5.6 


— 4.324 


a 










37.8333 


—9.7222 


+16.933 


l 












31.1420 


—22.704 
174.367 



Durch die Auflösung der Gleichuugeu, die von diesen Coefficien- 
len gebildet werden, ergaben sich nach und nach in vollständiger Äuf- 
zfthlung 



h(8.95533) , 



—(9.40550) , 

r 

+(9.46721), 
+(9.67011), 



—(8.89734) , 

£ 

+(9.62948) , 
+(9.70073) , 
+(9.69673) , 



X 

+(9.86207) 

/ 
—(9.85233) 

/' 
—(9.48309) 

+(9.46777) 

/ 
—(9.60243) 



+(0.01274) 
wo die in Klammem eingeschlossenen Zahlen die Logarithmen sind, ferner 



(1.1) 
12.6667 



(2,2,1) (2,0,1) (2,6,1) 

19.0 +4.8333, +1.5, 

(3,3,2) (3,4,2) (3,0.2) (3,i,2) 

22.1667, —2.0, —6.5, —9.4444, 
(4,4,3) (4,0,3) (4,6,3) 

12.6528, —5.9198, —6.3528, 
(oo.4) (o6,4) 

31.9281, — 1S.84SI, 
(M,5) 
15.9468, 



—9.220 

(2.M) 
+13.623 

(3,i,2) 
+6.746 

(».W) 
—3.71» 

(«'.*) 
+12.782 

(M,6) 

—16.422 

(«.6) 
132.861 
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und ausserdem noch 

(?" = . ^' = — (9.40840), ^ = — (9.31217) 
/" = + (9.52562) , / = + (9.80472) 
K = + (9.86583) 
Hieraus erhielt ich die Verbesserungen der Richtungen und die Werlhe 
derselben nach der Ausgleichung auf der Station wie folgt : 
«j[\) = — 0"728 , y[\) = 63'40' 9"272 
»(2) = + 0.821,, s(2) = 96 29 52.821 
»(3) = — 0.245 , y(3) = 305 51 36.765 
o>(4) = — 0.862 . y(4) = 216 58 (6.(38 
»(o) = — 0.((( , !/(o) = 106 5 28.889 
»(6) = — (.030 , y{h) = 269 57 2(.970 
womit diese Rechnung geschlossen ist. 



Da ich bei der Berechnung der Ausgleichung auf der Station (() 
ausftlhrhch gewesen bin , so kann ich die übrigen Stationen kürzer dar- 
stellen. Für die Beobachtungen auf der Station (2) ^ Warte wurden die 
folgenden Bezeichnungen angewandt 

(() Richtung nach der Station (() 

(2) . ... (.3) 

(3) .... (5) 

(4) . ... (4) 

UeberzShlige Punkte sind hier nicht vorhanden. Die beiden Tsfelchen, 
die die Vorbereitung der Beobacbtungea enthalteo, sind hier die fol- 



StatioD (3). 



r 


Vorl. Werllie Anialil d. Beob. u. die Snmraen dieser. . 1 




t 


e 


is 


" 


a 


a 


" 


a 


(2) 

(3) 
(♦) 


27'55' 7"j 2'80 
45(6 35 6.20 
64 53 36 — 

342 (7 (2| — 


4"20 
8.00 


2'ö0 
3.65 


2C50 
0.00 


3'70 

4.70 
0.(0 


4'00 
7.60 
3.60 


2'(0 
3.60 
(.90 


3'20 
2.95 
7.20 
5.60 


S 9.00 


(2.20 


6.05 


2(.50 


8.50 


(5.2 


7.60 


(8.95 


H 4.50 


6.(0 


3.025 


(0.76 


ä.833 


5.067 


2.533 


4.738 
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d .r. 


rl' 


rr ^ pr 


p 


, 


p":f 




1 LCTOO 


+r7oo 


^_ 


_ 


4 


8 


2.0 




2 


—1.900 





+(■900 





6 


12 


3.0 




3 


—0.526 


— 





+0'525 


15 


30 


7.5 




l 


— 


— 


+10.750 


-10,750 


12 


24 


6.0 




5 


+0.867 


— 


+ 1.866 


-2.733 


2 


6 


0.6667 




6 


— 


— (.067 


+ä.633 


—1.466 


2 


6 


0.6667 




7 


-0.133 


+1.066 


—0.633 





1 


3 


0.3333 




8 


-1.538 


— t.787 


+2.462 


+0 863 


2 


8 
97 


0.6 


(fc),e<c- 


— 5"229 


-0-088 


+18"87S 


— 13"561 





etc. 


30 


9 


25 


33 









Hieraus ergeben sich erstens die folgendeo Dumerischen Werihe der 





p 


p' 


p- 


p"' 


p 


14.0 


2.8333 


4.5 


8.6667 


p 




3.6 


1.6 


1.1667 


p" 






11.1667 


7.8333 


r'" 








16.3333 



If= 2.9115, iV = 0.9718, JV = 1.5436, N" = 2.9726 
und die (1,1), (2,2,1), elc. 





1 


s 


s 


i 


l 


1 


24.6 











— 6'229 


2 




6.4444 





1.7272 


—0.088 


3 






16.2166 


—3.2461 


+18.878 


4 
1 








26.6032 


—13.661 
40.568 



Die Auflösung der Gleichungeo giebl die Hulfsgrössen 

(1,1) =24.6, (2,2,1) = 6.4444 , (3,3,2) = 16.215 
(4,4.3) = 25.3936 , («,4) = 13.713 , 

log/J" = 9.42690», log/' = 9.3012 
die weiter unten wieder gebraucht werden , nebst 
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«,(!) = — 0"ä13 


y{t)= 27' 56' 


6-787 


wli) = + 0.089 


y(2) = 45 (6 


35.089 


10(3) = + 1.087 


j,(3) = 64 53 


37.087 


f»(4) = — 0.384 


S^(4) = 343 <7 


1 1 .61 6 



[\n 



86. 
Die aaf der StatioD (3) ss Inselsberg beobachteten RichtungeD sind 
wie Tolgt bezeichnet worden, 

(1) . . Richtung nach der Station (5] 
(S).. . ... (1) 

(3).. . ... (4) 

und die Beobachtungen gaben die folgenden Zahlenwerthe 
Station (3). 



r 


Vorl. Werthe | Anzahl d.Beob. n, die Sammeo dera. 1 




i! " 


s 


> 


s 

2-10 
3.39 
5.19 


m 

(2) 
(3) 


179» 43' 9" 

24.1 45 35 

268 36 50 

S 

M 


9*40 
1.70- 


4-50 
S.90 


roo 

1.18 


11.10 


7.40 


2.18 


10.68 
3.560 


5.550 


3.700 


1.090 



Nr. 


pi 


pT 


pf' 


r 


p 


,-:P 


1 
2 
3 

4 


+3'850 
+0.800 

—1.460 


— 3'8S0 

—0.090 
—0.170 


—O'SOO 
+0.090 
+1.630 


14 

5 
9 
5 


28 
10 
18 
15 


7.0 
2.5 
4.8 
1.6667 


etc. 
elc. 


+3'190 
24 


— 4"1I0 
28 


+0-920 
19 


71 



Hiemit bekonimt man 





p 


p' 


p" 


p 


11.1667 


8.6667 
13.1667 


4.1667 
6.1667 
8.6667 
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i¥ = 8.4199 , S' = 3.5818 , W = 1.7219 

(<,<) = < 8.6893 

(2,2,)) = S7.6600 

(3,3,2) = 13.2982, (H) = 3.340. («,3) = 2.120 

«,(1) x= + 0"171 , y{\) = 179*43' 9''171 

«,(2) = - 0.149 , y(2) = 243 45 34.851 

»(3) = + 0.069 , y{3) = 268 36 50.069 

87. 

Die auf der Slalion (4) =s Wacbseaburg beobachteten BichtuDgen 
fflad wie folgt bezeichnet worden, 

(1) .. Richtung nach der Station (3) 

(2).. . ... (I) 

(3).. .... . (2) 

und die Beobachtungen gaben die folgenden Zahlenwerthe, 

Station (4). 



r 


Vorl. Wertha 


ADiabl d. Beob. u. d. Summeo d«n. 1 






B 


s 


7 


■ 


(ä) 

(3) 


88»37'44" 

128 58 

170 26 40 

S 

M 


5'85 
0.00 


2-50 
1.80 


0.00 
21.02 


reo 

1.90 
0.00 


5.85 


4.30 


21.02 


3.50 


2.925 


2.150 


10.510 


1.167 



Nr. 


Fl 


pi' 


pr 


p 


/> 


P-^P 


1 

2 
3 
4 


+2'926 
+0.35 

+0.433 


— 2'926 

—10.61 
+0.733 


— 0"36 
+10.51 
—1.166 


9 
5 
7 
1 


18 
10 
14 
3 


4.5 
2.5 
3.5 
0.3333 


etc. 
etc. 


+ 3.708 
15 


— 12702 
17 


+8"994 
13 


45 
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[m 



. 1 p- 


p- 


p 
p 
p 


7.3333 


4.S333 
8.3333 


2,8333 : 
3.8333 ' 
6.3333 



N = ).8i)0I . JV' = S.657ä , ff" = 1.4991 

{(.1) = 11.2393 

(8,2,1) = 15.2061 

(.1,3,2) = 8.9139, (H) = 35.594, («,3) = 14.686 

»(1) = + 0"330 , »(1) = 88«3T4i"330 

«,(2) = — 0.835, y{i) = 128 67 59.165 

tc(3) = + 1.009,. j((3) = 170 26 41.009 



Die auf der Station (5) ^ Hörselsberg beobachteten RichlungeD 

sind wie folgt bezeichnet worden, 

(1 ) . . Richtung nach der Station (2) 
(2).. . . . . (I) 

(3).. . . . . (3) 

und die Beobachtungen gaben die fotgeadeo ZahleDwerthe, 







Station (5). 






Vorl. Werthe 


Anwbl d. Beob. u, A. Summen <lers. 1 




1 • 


s 


" 


(2) 
(3) 


25S»Ö9'37" 

276 32 47 

359 40 37 

S 

M 


8'00 

0.00 


2"50 
0.65 


O'OO 
31.15 


8.00 


3.1,1 


31.15 


4.00 


1.575 


16,676 



Nr. 


pl 


Pf 1 rf 


V 


p 


^.r 


3 


+ 4'00 
+0.925 


—4*00 
— 15.676 


— 0"925 
+ 16.676 


9 
6 
11 


18 
10 

22 
60 


4.5 
2.5 
5.5 


etc. 
etc. 


+4.925 
14 


—19.576 
20 


+14.650 
16 
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r, 
f, 
p 


p 


»■ 


r" 


7.0 


4.5 
(0.0 


2.5 
6.5 
8.0 



ff =1.4302, JV' = 3.U6I , JV" =1.7480 
(1,1)= 9.0456 
(ä,ä,1) = 19.9000 

(.3,3,2) = 11.0656 , {«) = 48.002 , («,3) = 6.652 
«,(1) = + 0"544 , y{\) = 25ä'59'37"644 
«.(2) = — 0.984 , j/(2) = 276 32 46.016 
«.(3) = + 1..125 , !((:)) = 3.i9 40 38.325 



Stellen wir qud die oben erhaltenen Resultate der Ausgleichungen 
auf den Stationen zusammen , und fügen die Hulfsgrösseo hinzu, die im 
zweiten Theile der Auf Ittsung unserer Aufgabe gebraucht worden. 

Station Seeberg = (1) 
j(t), = 63'40' 9"272 
y(2), = 96 29 52.821 
y{3), = 308 51 36.755 
$(4), = 215 58 16.138 
j(o), = 106 5 28.889 
j(6), = 269 67 21.970 
= (1.10266), (4.4,3), = (1.10219) 

(0,0,4), = (1.50417) 

[b.h.S), = (1.; 



0.1). 

(2,2,1), 
(3.3,2), 



= (1.27875) 
: (1.34670) , 
/!"',. , /', -+(8.95533) 

(!",=-(9.40550), /', .+(9,62562), (!",.+(9.67011) 
/?,— (9.31217), /,. +(9.80472), /,.+(9.86583) 
Station Warte = (2) 
y(l), = 27» 55' 6''787 
j(2), = 45 16 35.089 
i((3), = 64 63 37.087 
i((4), = 342 17 11.616 



+(9.69573) 



db, Google 



706 P. A.Hambj, [136 

(l,()j = (1.38917) , (3,3,2)i = (1.20993). 
(S,2,(), = (0.80918) , (4,4,3), = (1.40472) 
ßi' = — (9.42690) , ft" = + (9.30129) 
Station Inselsberg as (3) 
i((1), = 179'43' 9"t71 
1,(2), = 213 45 34.881 
j,(3), = 268 36 50.069 
(1,1),,= (1.27159) 
(2.2,1), = (1.44185) , 
(3,3,2), = (1.12378) 
Station Wachsenburg ^ (4) 
1,(1), = 88'37'44"330 
y(2)4 = 128 57 69.165 
!/(3), = 170 26 41.009 
(1,1), = (1.08073) 
(2,2.1). = (1.18201) 
(3,3,2), = (0.98006) 
Station HOrselsberg — (8) 
y(l). = 252*59' 37"54t 
y(2)> = 276 32 46.016 
if(3), = 389 40 38.325 
(1,1), = (0.98641) 
(2,2,1). = (1.29889) 
(3,3,2), = (1.04386) 
Zur Berechnung des nuttJereu Fehlers wird ausserdem noch die Summe 
der (U,n) gebraucht , die ich hier mit Wj, bezeichnen will. In unsenn 
Beispiel haben wir oben erbalten, 

(«,6), = 132.861 
(«,4)i = 13.713 
(«,3), = 2.120 
(U,3), = 14.686 
(«,3),i = 6.652 

TV, = 170.032 
Hiemit ist der erste Theil der Auflösung unserer Aufgabe vollständig 
beendigt. 
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90. 

Mit dem Yorhergebendeo ist zwar unser Beispiel in Bezug auf den 
ersten Theil der Auflösung unserer Aufgabe vollständig ausgeführt , da 
auch die Berechnung der mit ihren Gewichten multiplicirten Summe der 
der Quadrate der 11 brig bleibenden Fehler hinzugefiJgt worden ist. Ehe 
ich aber zum zweiten Theil der Auflösung tibergehe will ich noch zeigen, 
wie man die im Art. 65 eingeführten, und mit u, « , etc. bezeichneten 
Grossen berechnen kann. Im Allgemeinen braucht man die Werthe die- 
ser nicht zu kennen , allein es können Falle eintreten , wo man sie ken- 
nen zu lernen wünscht, z. B. wenn man die von der Ausgleichung auf 
den Stationen herrührenden Theile der Summen der Fehlerquadrate, 
nicht nur durch das im Vorhergehenden dafUr gegebene Verfahren, son- 
dern auch direct berechnen will. Zur Bezeichnung der u werde ich jetzt 
u(fli}, wählen, wo m die laufende Summe der Gruppe von Gyris, und i 
wieder die Stalionsnummer bezeichnet. Nehmen wir nun wie früher an, 
dass 

p ^ p' = f " ^ etc. 

Pi ^ p! ^ p" ^ ö*^' 
etc. 

so geben die Gleichungen (63) zur Berechnung der u{m), den folgenden 
allgemeinen Ausdruck 

«{m). = - -J^i- 2'w{r). 

wo tf{r), wieder die Verbesserung der Rich(ungen auf den Stationen be- 
zeichnet, und unter dem Summenzeichen nur die in der betr. Gruppe 
von Gyris vorhandenen Richtungen aufgenommen werden dürfen, z. B. 

u(i)i = — -i{w{a)i +«;(*),) = + 0"57i 



.(9), 


= 


- iW»). 


+ »(4),) 






= 


+ 


O.Oäi 


"(<»). 


= 


- iWs). 


+ »(4), + 


»(»).) 




= 


+ 


0.406 


^21), 


= 


- iWi). 


+ »(2). + 


»(4), + »(«),) 


= 


+ 


0.220 


«(1), 


= 


- -JWt). 


+ »(2).) 






= 


+ 


0.062 


«(»), 


= 


- +M3), 


+ »(4).) 






= 


— 


0.358 


«(8), 


= 


- «»(1)= 


+ «.(2), + 


»(3),+ 


»(4),) 


= 


— 


0.(46 


«(1). 


= 


- +(«-(')» 


+ »(2).) 






= 


— 


0.011 


»{*). 


= 


- +(«-(1). 


+ »(2), + 


»(3).) 




= 


— 


0.030 



u. s. w. Wenn die oben unter den Gewichten p angenommenen Rela- 
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tiooeD Dichl stattfindeo, so erkennt man aus den Ausdiilckea (65) leicht 
wie verfahren werden mußs. 

91. 

Die Abänderungen, die der zweite Tbeil der Auflösung der allge- 
meinen Aufgabe in der Anwendung auf die Geodäsie erfährt, sind von 
der Beschaffenheit , dass sie am Einfachsten durch ein Beispiel eingese- 
hen werden; es soir daher das im Vorhergehenden angefangene Bei- 
spiel sogleich forlgesetzt, und die anzuwendenden Ausdrucke sollen an 
den betreffenden Stellen erläutert werden. 

Vor Allem sind nun die Bedingungsgleichungen , die das Dreiecks- 
nelz liefert, aufzusuchen und aufzustellen, und dazu ist eine Figur des- 
selben sehr dienlich,' die jedoch auf keine sonderliche Genauigkeit in 
Betreff ihrer Verhältnisse Anspruch zu machen braucht. Es ist ausrei- 
chend, wenn sie alle Dreiecke ihrer obngef^hren Lage nach, so wie die 
Angaben aller beobachteten Richtungen oder Winkel enlbSlt. Fttr unser 
Beispiel ist die folgende Figur eine solche. 




W*Afi^-'-- 



Um die Zahl der vorhandenen Bedingungsgleichungen zu erhalten 
muss man das Dreiecksnetz als ein Polygon von eben so vielen Seiten 
betrachten, als Dreieckspunk(e vorhanden sind, ood von dem Grund- 
satz ausgehen , dass ein Polygon von n Seiten völlig bestimmt ist, wenn 
man in demselben ausser Einer Seite ä!(n — 2] von einander unabhängige 
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Wiakel kennt. Sei dqd die Anzahl aller beobacbleten Richtungen m, die 
vor Allem so beschaffen sein müssen , dasg das Dreiecksoetz in keinem 
seiner Punkte unbestimml wird, und darunter q theils willkuhrliche Rich- 
tungeD , theils solche , die nicht nach Dreieckspunkten hinzielen , dann 
wird die Anzahl der vorhandenen Bedingungsgleichungen 

-=m— g— 2(b — 2) 

In unserm Beispiel ist m ss 19, und da auf jeder Station Eine 
Richtung willkuhrlich ist , und ausserdem die zwei Riebtungen (a)i und 
(6)i vorkommen, die nach keinem Dreieckspunkte hinzielen, so ist 9 = 7, 
ferner ist hier n s 3, und folglich sind 6 von einander unabhängige 
Bedingungsgleichungen vorhanden. 

Die Bedingungsgleichungen, die ein Dreiecksnetz darbietet, zer- 
fallen in zwei Gattungen, erstens in die, welche die Summen der Winkel 
der Drei- oder Mehrecke geben, und die man die Winkelgleichun- 
geo nennt, und zweitens in die, welche die Proportionalität der Sinusse 
der Winke! und der gegenüber liegenden Seiten darbietet, nachdem dar- 
aus die Seiten eliminirt worden sind; diese nennt man die Seitenglei- 
chungen. Man hat bei der Aufstellung derselben darauf zu sehen, dass 
keine in den übrigen enthalten sei, und dieses ist leicht zu erreichen, wenn 
man das Dreiecksnetz nach und nach aus einem einzigen seiner Dreiecke 
zusammen setzt. Das Dreieck, welches man hiebei als Grundlage wählt, 
kann man aus allen vorhandenen beliebig auswählen. Dieses Dreieck 
kann höchstens Eine Winkelgleichung geben. Knüpft man nun erst einen 
vierten Punkt daran, und findet in den vorhandenen Beobachtungen, 
dass zur Bestimmung desselben k Winkel nach demselben, und / Winkel 
von demselben beobachtet worden sind, so bietet er k+l — 2 Bedin- 
gungsgleichungen dar, unter welchen sich höchstens / Winkelgleichungen 
befinden, während die übrigen k — 2 Seitengleichungen sind. Es kann 
sich jedoch auch ereignen, dass die Anzahl der Winkelgleich ungen klei- 
ner wie l, und die Zahl der Seitengleichungen dem entsprechend grös- 
ser wie k — 2 wird. Die Anknüpfung eines fünften, sechsten, u. s. w. 
Punktes wird eben so behandelt, bis das ganze Dreiecksnetz erschöpft 
ist. Die oben angegebene Anzahl aller Bedingungsgletchungen, die man 
auch auf beliebige Tbeile des Netzes anwenden kann, gewahrt eine Con- 
trole dafür, dass man nicht zu viele oder zu wenige Bedingungsgleichun- 
gen angesetzt hat. 
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Wenden wir diese Sätze auf die obige Figur an , indem wir vom 
Dreiecke (1), (3), (1) ausgehen. Da in diesem alle drei Winkel beobach- 
tet v^ erden sind , so giebt es die einzig mOglicbe fiedinguugsgleichung 

(I). - (3), + (.•»}3 - (2)3 -H (2)4 - (1)* — iSO« 0' 0"634 = 
indem 0"63i.der sphärische Excess dieses Dreiecks ist. Knüpfen wir 
hieran den Dreieckspunkt (5), so zeigt die Figur, dass nach demselben 
ä, und von demselben 1 Winkel beobachtet worden sind. Dieser Pnnkt 
giebt daher nur Eine Winkelgleichung, neailich 

(2)i - (1). + {2)j - (i), + (3), - (2)s - <80» 0' 0"528 ^ 
Wird hierauf der Dreieckspuokt (2) angeknüpft, so zeigt die Figur, dass 
nach demselben 3, und von demselben 3 Winkel beobachtet worden 
sind. Hierauf giebt die Figur ferner zu erkennen, dass statt der 3 Wio- 
kelgleichungen, und der einen Seitengleicbung, die vermöge der allge- 
meinen Regel vorhanden sein sollten, in der That 2 Winket- und 2 Sei- 
teagleichungen vorhanden sind. Diese sind 

(i)i — (2)i -I- (3)2 — (1)j + (2)5 — (1)s — 180« 0' 0"510 = 
(3)i - (4)i + (l)i - (4)i + (3)4 - (2)4 - 180 0.420 ^ 
log . sin [(2), - (1)0 sin [(2), - (l),] sin [(3). - (1)s] 

- log . sin [(4). - (1)0 sin [(3)i - (2)0 sin [{3), - (2),] = 
log . sin [(t). _ (3)0 sin [(2), - (1)0 sin [(3), - (1)0 

- log . sin [(4), - (1)0 sin [(2). - (4)0 sin [(2)^ - (1)0 =- 
Diese beiden Sei teagleichungen enisiehen aus den Dreiecken (1)(2)(3), 
(2)(3j(3). (1)(3)(5). und (1)(2)(3), (2)(3)(4), (1)(3)(4), und ich habe sie so- 
gleich in logarithmischer Form angesetzt, weil sie in dieser am Einfach- 
sten behandelt werden können. Mit den vorstehenden Gleichungen ist 
die Zahl 6 erfttllt, die vorher bestimmt wurde. 



Dem Vorhergehenden zufolge muss nun zuerst jede Bedingangs- 
gleichung auf die Form 

Q ^ F+ 2Mr). • «J(r), 
gebracht werden, wenn d(r), irgend welche Aenderungen der Richtun- 
gen, und F so wie q{r\ bestimmte numerische Grössen bezeichnen ; letz- 
tere sind identisch mit den im Art. 31 u. f. q, q, etc. r, r\ etc. etc. be- 
nannten GoeflicieDten , und die F sind im Art. 51 erklart. Wir bekom- 
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men demzufolge die vorsteheode Form durch die Substitution des all- 
gemeineo Ausdrucks 

»('■), + ■'('■). 

für die Richtungen, die im vor. Art. schlechtweg mit (r), bezeichnet 
worden sind, und dabei nur die ersten Potenzen der d(r), berücksich- 
tigen. Die Subslitulion der im Art. 89 zusammen gestellten Werthe der 
y{r), in die strengen Ausdrücke der Bedingungsgleichungen des vor. 
Art. giebt die Werthe der F, wobei in grösseren Dreiecken erforderlich 
werden kann, noch folgende Reduclionen anzubiingen : die Berücksich- 
tigung der Unterschiede zwischen den astronomischen und dem geodä- 
tischen Azimuthen , und die des sphSroidischen Ueberschusses in Bezug 
auf die Kugel *). Man hat früher vorgeschrieben in den Seitengleichun- 
gen von jedem Winkel den dritten Tbeil des sphärischen Ueberschusses 
abzuziehen, allein dieses ist überflüssig, da sie sowohl ftir die Kugel wie 
für die Ebene gelten. 

Die Coefficienten q{r), bekommt man durch die Ditferenliation der 
Bedingungsgleichungen, und in den Winkelgleichungen haben sie immer 
theiis die Werthe -i- 1, thotls — 1. Dieselben Coefficienten der Seiten- 
gleicbungen kann man auf zwei verschiedene Arten berechnen. Sie sind 
einestheils die Differenz des betr. log sin für Eine Secunde des Bogens, 
and anderentheils sind sie der Colangente des Winkels, mit einer Con- 
Staate multiplicirl gleich. Damit in den F die siebente Stelle des Briggi- 
sehen Logarithmus, und in d{r], die Secunde zur Einheit werden, müs- 
sen die Cotangenten der Winkel mit der Gonstante multiplicirl werden, 
deren log = 1 .32335 ist. 

Es ist gänzlich einerlei, welches dieser beiden Ver- 
fahren man zur Berechnung dieser Coefficienten anwen- 
det, wenn man diese nur in einer hinreichenden Anzahl 
von Stellen richtig berechnet. 

Gleichwie im Vorhergehenden die Richtungen und die Stationen 
mit fortlaufenden arabischen Ziffern bezeichnet worden, eben so sollen 
von nun an die Bedingungsgleichungen , in der Reihenfolge in der man 
sie aufstellt hat, mit fortlaufenden römischen Ziffern bezeichnet wer- 
den, nnd diese Bezeichnung sowohl wie jene soll, in allen Hül&grOssen, 
die noch in Betracht kommen , statt der bei der Entwickelnng des Ver- 
fahrens eingeführten, angewandt werden. 

*) S. 0«odtttisclte Untersuchungen. 
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Es sind daher zunächst die Resultate der SubstitutiOD der Werthe 
der y{r), in die obigeo Bedinguögsgleichungen mit F(/}, F{II), bis F(V/) 
zu bezeichueo , und demselben Grundsalze folgend, wird den DifTereo- 
tialquolienlen, die oben allgemein mit ^(r), benannt worden, für die 
erste Bedingangsgleichung die Bezeichnung q{r,I),. fiir die zweite g{r,II), 
u. s. w. gegeben werden. Die Substitution der y{r), gab 

F(/) = + r936 F{IY) =s — S"788 

F{II) = +1.010 F{V) ^ — 99.3 

F{in) = -H 1.579 F{VI) s= — 53.S 

und die beschriebene Differentiation gab zuerst die Ausdrucke 

ä{i)i~d{3),+6{3}i—dX^)3+d{2)i—3H), für / 
<J(2)i— d'(^).+J{2}3— (J(1)s+(J(3)i— (J(2)5 fllr // 
J(4},— (y(2)i+rf(3)2-d(1)i+(J(2}6— d(1)5 für m 
rf(3),-d(4)i+J(1>-*(4)2+d'(3)4— d(2)«ftlr/F 
+ 32.6345[(2),— {1),]+67.360(J[(2}i— (1)ij— 6.310d[(3J=— (l};] 
-h40.106#[(4),— {1),]— 59.073(J[(3)i— (2)a]— 2.536d[(3)5— (2)J (Ür V 
- 9.733(J[(1),-(3),]+67.360(J[(2)i-{1)2]-H 3.028d[(3)4-(1)4] 
+40.106d[(4),— (l),]-10.733d[(2)i— (4)3]— 24.794d[(2),— {4)4]filrV/ 

Zuerst ist hiebei zu bemerken, dass die CoefGcienten der Seitengleichun- 
gen im Allgemeinen viel grösser sind wie die der Winkelgleichungen, 
und dieses wird immer der Fall sein. Obgleich dieser Umstand fUr die 
Erlangung des Endresultats durchaus von keiner Bedeutung ist, so trägt 
er doch dazu bei, um die Rechnungen etwas unbequem zu machen. 
Nun ist aber leicht durch das Vorhergehende sich davon zu überzeugen, 
dass man jede Bedingungsgleichuog vor ihrer Anwendung mit einem 
behäbigen Factor mullJpliciren darf, und diese Eigenschaft kann man 
dazu benutzen , um die GoefScienten der Seitengleichangen denen der 
Winkelgleichungen beilSuSg gleich zu machen. 

Es sollen in Folge dieser Bemerkung die vorstehenden Ausdrucke 
fUr die beiden hier vorhandenen Seitengteichungen vor Allem mit der 
Zahl 50 dividirt werden, wodurch sie in die folgwden tibergehen, 

+0.65268d[(2)i-(1 ),]+ i.3472 .J[(2)2-(1)s]-0.1 2620.J [(3)(-(1 )s] 
+0.80212<)[C4)i-(1).]-1.18U6(r[{3),-(2)i]-0.05072(J[(3)s-(2)J fllr V 
-0.1 9466tr[(1)i-(3),]+1. 3472 d[(2)i-(1)i]+0.06056<J[{3)4-(1)4] 
+0.80212()f[(4),-(1}i]-0.2a66d[(2},-(4)J-0.49S88d[(2)4-(1)4] fllr VI 
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In Folge dessen müssen die vorstehenden Werthe von F{Y) und F{Y1) 

mit derselben Zahl dividirt werden, und die weiter unten anzuwendenden 

Werthe derselben sind also nicht die vorstehenden, sondern die folgenden 

F{V) s — 1.986 F{VI) = —1.070 

93. 

Für die Berechnung eines so kleinen Dreiecksnetzes wie das un- 
sers Beispiels könnte man sich immerhin begnügen die im vor. Art. er- 
haltenen Ausdrücke der CoefBcienten der Bedingungsgleichungen blos 
zu ordnen, allein bei grossen Netzen wird man auf diese Art leicht die 
Uebersicht verlieren können. Es ist daher stets angemessen diese Coef- 
licienten, nnd nicht minder die folgenden HdlfsgrOssen tabularisch zu- 
sammen zu stellen, wodurch man bewirkt, dass die klare Uebersicht über 
das Ganze nie verloren gehen kann. Fuhren wir nun die im voi-. Art. an- 
gekündigte neue Bezeichnung dieser CoefBcienten ein, und setzen auch 
die Logarithmen statt der Zahlen an, so bekommen wir die folgende Tafel 
der CoefBcienten der obigen Bedingungsgleichungen. 
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94. 

Gleichwie die bisher berechneten Grössen, so können auch alle 
folgenden stationsweise aufgestellt und berechnet werden, und die Be- 
zeichnungen sollen den vorher eingeführten analog eingerichtet werden. 
Wir haben eben 

g(1,/), , 9{2,/J, , ?(3,/). , etc. statt q, q, g", etc. 
qi^.II). . }(2,//). , g(3,//J, , etc. statt r, r, r", etc. 
etc. etc. 

des Art. 31 geschrieben, und demgemäss werden wir auch 

jj{\ ,1), , i/{2,/), , 1^(3,/), , elc. statt jj, tj', ij", etc. 
ijiijl), - '?(2,//), , )?(3,//), , etc. statt »i, »', x". etc. 
etc. etc. 

des Art. iO, so wie 

/■(1./). . f{%I), , f{3,I). , etc. statt («jy). (^), (;pj). etc. 
/■(1,//), , f{%Il). , /-(S.//), , etc. statt (ok), fß»). (jn), etc. 
etc. elc. 

des Art. 40 schreiben. 

Es sollen nun die Ausdrucke ftir unser Beispiel diesem entsprechend 
aus den allgemeinen Ausdrucken ausgeschrieben werden , wobei jedoch 
sogleich bemerlct wird, dass dieses nicht unumgängh'ch nothwendig ist 
Weiter unten bei der Zusammenstellung aller anzuwendenden Formeln 
werden diese so aufgestellt wei'den, dass man sie auf die grösstmugliche 
Triangulation anwenden kann, ohne specielle Auszüge daraus zu machen. 
Mit Bücksichtnahme auf die Grössen, von welchen bei der Erklä- 
rung der Ausgleichung auf den SiationeD gezeigt wurde, dass sie in un- 
serm Verfahren immer Null werden, findet man aus den allgemeinen Aus- 
drücken leicht die folgenden, die sich speciell auf unser Beispiel beziehen. 

Station (1) 

fjHJ), = g{1,/). 

,j(2,/)t ^ q{ij)i 

,{3,/). ^ 9{3,/). 

niU). ^ ß'\ . g(2./}. + y\ . 9(3./). + 9(4./). 

,(a./). = ^1 . 9(2,/), + r\ . 9(3./)> + i\ . q{i,I)i 

ri{bj\ = ß\ . q{%I) + /. . g{3,/), + d\ . g(4,/), 
indem in Bezug auf die überzähligen RichluDgen immer q{a,I)i, q{bj)i, 
etc. Null sind. 
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Slation (2) 

,((,;), = ,(),/), 
,(ä,/), = ,(ä,/), 

,(3,/), = 5(3,/), 

1,(4,7). = (*■". . ?(2,/). + fi ■ «(3,/), + 5(4,/), 

Slalionen (3), (4) und (5) 

,(1,7), = ,(1,7), 

,(2,7), = ,(2,7), 

,(3,7), = ,(3,/), 

WO für « nach und Dach 3, 4, 5 zu schreiben sind. 

Diese Ausdrucke sind speciell fllr die erste Bediogungsgleichuag 
hiDgeschriebea , um sie anf die abrigea BedingungsgleichuogeD auszu- 
dehnen ist weiter nichts ottthig wie in denselben statt der Zahl / sich 
nach und nach die Zahlen //, ///, etc. zu denken. Es ist kein q als Null 
angenonunen worden , da aber die vorstehende Tafel zeigt , dass viele 
derselben Null sind, so fallen die betreffenden Glieder der vorstehenden 
Ausdrücke von selbst weg. Die Anwendung derselben gab die folgenden 
Werthe. 
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Aus dem Art. 40 erhalten wir ferner filr unser Beispiel die folgen- 
den Ausdrücke, 

Station (I) 
/t4,/), = 0(1,7), 

t[ij\ = 0(2./). +lir.Q{U)>+ß'Q{i'J)<+^-'-Q[b.I), 

«s,/), = Q{3,l},+rr.mi)i +r>:Q{aJ),+r,: 0(6,/), 

/!»,/), = 0(*./),+*''.0(«,/),-K>,'.0(W)i 

/(«./), = 0(o,/),+.,'.0(W), 

rt*,/), = 0(4./), 

Station (2) 

/Ti,/), = 0(<./)! 

/18,/)i= 0(2./)! -l-ft".0(i,/)! 

/];3,/),= 0(3./).-i-n'".0(t,/). 

Ai./)i = (?(*./). 

Stationen (3), (i). (5) 

/((,/), = 0(1,/), 
rtS,/), = 0(2,/). 
«3./), = 0(3,/), 

in welchen zar Abkurzang allgemeiD 

gesetzt worden ist. Die obeo in Bezug auf die verschiedenen Bedio- 
guDgBgleichungen aafgestelltea Bemerkungen haben hier auch volle Gel- 
tung. Ftir unser Beispiel sind die Resultate der vorstehenden Ausdrucke 
in den folgenden Tafeln zusammen gestellt. Die Divisoren (1,1)^, [2,2.1],, 
(3,3.2),, etc. findet man Im Art. 89. 
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Es sind qud die EndgletchiiDgen za bitden und aufzulösen , deren 
allgemeine Ausdrücke man in den Artt. 36 und 46 findet. Die Cuefli- 
cienten dieser die a. a. 0. mit (ijij), (ijx), etc, bezeichnet wurden, sollen 
von DUD an, den Übrigen BezeicbnuDgen analog, mit (/,/), (/,//), etc., 
und die Unbekannten derselben , die oben a, , ß_, etc. genannt wurden, 
mit (/), (//), etc. bezeichnet werden. Die eben angezogenen Ausdrucke 
bieten zwei verecbiedene Arten dar, um die CoefGcieoten der Endglei- 
cbungen zu berechnen , die , wenn sie beide angewandt werden , nicht 
nur diese CoefBcienten selbst , sondern auch die vorhergehenden Rech- 
nungen, mit Ausnahme der q, vollständig controliren. Jede dieser bei- 
den Arten zerfällt uberdiess in zwei Nebenarten. Durch die Ausdrücke 
des Art. -bekommt man 
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(1,11) = ^{0(1,11), 
(1.111) = S(Q(\.UI) 


•iC'), 
■vi^J). 
■vi<J). 


+Oi%I), 
+0(2.11), 
+0(2,1/1), 


..,(2,1). +0(3.1), 
.,(2,1), +0(3,//), 
.,(2,/). +0(3,111), 


.,(3./), 
■,(3,1), 

■•:{3J). 


+ 
+ 
+ 


(n.u) = ^10(1 ,11), 

(HUI) = S\Q(\J1I), 


■vi*."), 

V('.D), 


+0(2.11), 
+0(2.111). 


.1,(2.11), +0(3,11), 

.,(2.11), +0(3.111), 

etc. 


■113."). 

.,(3.11). 


+ 
+ 


(iii,ni)= 2\Q(i.m), 


.,(4,111 


,+0(2.111), 


.,(2,111),+0{3,1H), 


.,(3.11/ 


,+ 



etc. etc. 

etc. etc. 

Die erwähnte Nebenart ergiebt sich daraus , dass man in diesen Aus- 
drücken die Q und t] mit einander verwechseln darf. 

Die zweite Berechnungsart, die sich aus den Ausdrucken des Art. 
35 ergiebt, fUbrt auf die folgenden, 
(II) = 2.-\r(t.I), .5(1,1), +A2,1), .,(2,1). +A3,1), .9(3,1), +... 
(IH) = i1f(1,/), .,(1,11), +/-(2,1), .,(2,11), +/(3,1), .,(3,11),+... 
(1.111) = ^\f{t.I), .,(l,lll),+/-(2,l), .5(2,/ll),+A3,l), .,(3,1/1),+ ... 

etc. etc. 

(HB) = .S'IA^.ll), .,((,//), +fi2,ll),., (2,11), +/-(3,//), .,(3,11),+... 
(11.UI) = S{IV.I1), .,(1.111),+/-(2,11), .,(2,111),+/-(3,I1), .,(3,1/1),+ ... 

etc. etc. 

(111,11/) = s\f(t .111).. q(i .lll),+f[i.lll), . ,(2.111).+/-(3,111), . ,(3,111),H 



etc. 



elc. 
etc. 
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Auch hier dürfen die f und q mit einander verwechselt werden. Wie 
man sieht werden diese Coefficienten auch stationsweise berechnet, nur 
werden die Resultate die jede Station fUr jeden CoefScienten giebt, 
schliesslich zu einander addirt. wie das Summenzeichen S anzeigt. Die 
Endgleichungen selbst nehmen nun die folgende Form an. 

(/./)(/) + (/,//)(//) + [lumu) +.... = F{i) 

(/.//)(/) + (//,//)(//) + {njn)(iii) +.... = F{ii) 
[linm + [iuii){U) + [uini){in) -i- . . . . = F[in) 



etc. 



etc. 



bis alle Bedingungsgieichungen erschöpft sind. Für unser Beispiel er- 
gaben sich die folgenden Werthe dieser Coefßcienten, 



1 


((,/) 


(!,«) 


K.im 


|(,/C| 


('.I') 


(tni 


1 


0.41983 


-0.10422 


-0.05S29 


—0.09915 


-0.14097 


-0.19782 


II 




0.36661 


— 0.12072 


+0.00229 


+0.12313 


+0.06601 


III 






0.46820 


-0.12927 


+0.02411 


+0.17106 


lY 








0.36981 


—0.08036 


—0.06841 


V 










1.44452 


+0.71132 


VI 










0.478084 



Die Auflösung der Endgleichungen geschieht durch die Ausdrücke, 
die in den Artt. 46 und 49 aufgestellt worden sind, nur ist in Bezug auf 
die Bezeichnung zu bemerken, dass man 

(//,J/,1) , (//,///,1), etc. (/n,///,2). etc. etc. statt 

(m.,1), {xX.i], etc. («,2). etc. etc. 
ferner 

F(//,1). F(///.2), etc. statt C, H", etc. 
so wie 

(2)i , (3), , (4}i , etc. (3}i , (4}i , etc. etc. statt 

. fl' , V , c , etc. h" , c" , etc. etc. 

schreiben muss, da man diese Bezeichnung unbeschränkt fortsetzen 
kann, wahrend die Anwendung von Buchstaben durch die Ausdehnung 
des Alphabets beschränkt ist. 

Fttr unser Beispiel ergaben sich die folgenden Werthe, die auch 
weiter unten bei der Berechnung der Gewichte Anwendung finden. 
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(S),-i.(9.39488), (3),. +(9.09535), (l),-+(9.373SS) , (5)i-+(9.6ä606) 
(3),-*(9.5937(), (»)j-+(8.8l6ä7), (5),— (Q.HiHO) 
(i)i-+(9.5652i), (5),— (9.00319) 
(8),-+(9.6065() 
(6), = +(9.67380) 
(6), = —(8.695*7) 
(6), = — (9.,'i7ä84) 
(6), = +(9.29988) 
(6)i = —(9.65565), «, = 42.60* 
(/,/) = (9.62307) , (/F,/V,3) = (9.461 90) 

(//,//,<) = (9.53242) , (F,V,4) = (0.12728) 
{III,III,i) = (9.61197) , (W.F/.S) = (8.61013) 
UDd die UnbekanDten 

(/) = +(0.41932) 
(//) = +(0.81322) 
(ffl) = +(0.81482) 

(IV) = —(0.75236) 

(V) = +(0.23697) 

(VI) = — (0.88997) 

Da die vollständige Summe der mit ihren Gewichten multiplicirten 
Fßhierqaadrate 

n'= W. + Bj 
zum Ausdruck hat, wenn hier 9 die Anzahl der BedinguDgsgleichuDgen 
bezeichnet, scr ergiebt sich 

W = 212,636 
indem der Werth von Wo schon im Art. 89 gegeben ist. 



Nennen wir nun den wahrscheinlichsten Werth einer Richtung 
j;(r), , und setzen dem Vorhergeheoden analog 

»W. = </[•), — «<'■), 
so erhält man die Werlhe der z{r)^ durch den folgenden allgemeinen 
Ausdruck 

'«. = fr/).. (f)+/l;r,H),.(H)+/(r,//i),. {///)+.... 
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die den letzten des Art. i9 eatspricbt. Die Sabstitution der fUr uDser 
Beispiel im Vorhergehenden erhaltenen numerischen Wertfae giebt 



l{f), = +0-107, 1(4), = 


— 0''166 , z(1), = —0*348 


1(2), = +0.073 , <2), = 


—0.761 , 1(2), = +0.140 


i(3), = -O.ltO . 1(3), = 


+0.325, 1(3), = +0.198 


2(»), = +0.469 , iH), = 


+0.239 


l(l), ;= —0.038 




z(b), = —0.068 




j()), = — 0'53i , 


1(1), = — 0'698 


■ z{2), := +0.798 . 


z(2). = +0.006 


1(3), = -0.687 . 


i(3), = +0.661 


durch Zuziehung der im. Art. 89 gegebenen Werthe der j(r),, 


a:(1), = 63» 40' 9M65 . 


i(1), = 27« 55' 6'962 


a<2), = 96 29 52.748 , 


3:(2), = 46 16 35.840 


i(3), = 308 51 37.195 , 


1(3), = 64 83 36.762 


x(t,), = 215 58 15.679 , 


»(4), = 342 17 11.377 


x{a), = 106 5 28.927 




x{b), = 219 57 22.038 




3^(1), = 179» 43' 9'it9 . 


1(1), = 88» 37' 44''864 


1(2), = 243 46 34.711 , 


1(2), = 128 57 58.367 


1(3), — 268 36 49.871 , 


1(3), = 170 26 41.696 


*(1)s = 262» 59' 38'242 


x(2), = 276 32 46.010 


1(3), = 369 


40 37.764 



97. 

Die Ermittelung der Gewichte einer Anzahl der Winke) and Seilen 
eines Dreiecksnetzes ist von grosser Wichtigkeit, weil sich durch die na- 
merische GrOsse dieser mit Sicherheit auf rweckmüssige Anlage des 
Netzes schliessen lasst. Es soll daher die Anwendung der, auf die im 
Vorhergehenden allgemein mit Jl bezeichneten Function, bezuglichen 
Ausdrücke durch eine Anzahl von Beispielen erlüutert werden. 

Zuerst soll der Winkel [3](1]{5) der Figur des Art. 91 nebst dem 
Gewicht dieser Bestimmung berechnet werden. Da 
(3)(1)(5} ^ »(2), - :r(1), 
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ist, UD<I iDBD den wahrscheinlichsten Werth irgend einer Function be- 
kommt, wenn man die wahrscheiDÜchsten Werthe der Elemente , aus 
welchen sie besteht, darin subslituirt , so bekommt man in diesem Falle 
sogleich den wahrscheinlichsten Werth dieses Winkels 

(3)(1){5) = 320 i9' 43"583 
Zur Berechnung des Gewichts dieser Bestimmung wird mit Weglassung 
des Constanten Gliedes, worauf es hier nicht ankommt, die allgemeine 
Function 

Jl ^ <te(2), - dr(1), 

wenn das den Grössen vorgesetzte d beliebige Aenderangen derselbCD 
bezeichnet. Wenn nun die im Art. 31 u. f. mit k, k', etc. bezeichneten 
CoefBcieDlen des Ausdrucks von J2 mit den Ricbtungs- und den Sta- 
tionsnummem, statt der Striche versehen werden, so ergeben sich 

ft(1}, = — 4 , Ä(2), = +1 
und alte übrigen k sind Null. Zufolge der Gleichungen (46) werden 
femer, wenn man die M auf ahnliche Art bezeichnet, 

(jf,<), = fc(t). = -i 

(tf,3), = 

(M,i), = 

(M,o), = ß",k{i) = — (9.t05ä0) 
{M,b)t = f,k{i) = —(9.342)7) 
Setzt man hierauf zur AbkOrzung 

0(»'')' = fc' 0(Jf.2). = iSs.etc. 
so giebt die Gleichung (i7], wenn wir sie für unser Beispiel vollständig 
ausschreiben, 

B = Q{M,i), . {M,i), + 0(tf,2)i . (M,2)i 

+ 0(tf.a)i . (M,a). + Q{M,b)i . {M,b)t 
Durch Hälfe der vorstehenden Werthe und der aus dem Art. 89 zu ent- 
nehmenden Werthe der Divisoren (1 ,1)1 , (2,2.1)i , etc. fond sich 
B » 0.13625 
Die Ausdrücke (48) werden nun für unser Beispiel, wenn wir wie- 
der die Bezeichnungen den im Vorhergehenden eingeführten analog 
einrichten , und wieder die Glieder weglassen , die im gegenwartigen 
Falle Null sind. 
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(/,M) = 


Q'ß.t), 


.,(1./), .+ 0(lf.»), 


■ v(».'). 


+ Ö(M.*). 


. ,(6,J). 


(«.«) = 


Q{M.t), 


.,((,;/), +0(«), 


, ,(S,//), 


+ 0(M,«), 
+ 0(H,6), 


■ -!(*.n)i 


(///,») = 


QiM.i), 


.,(8,///),+ (?(»,«), 


■ »/(»,m), 


+ 0(».t),. 


,(6.///)> 


{im) = 


Q{M.a), 


. ,(a,;V), + 0(lf,*), 


. ,(iJV), 






(V.Jf) = 


0(W.t), 


■ ?(<.?'). +0(«), 


• -((2.''). 


+ 0(M,o), 
+ Ö(lf,6), 


. ,{6,V), 


{W,Jf) = 


QiM.f), 


.,(i,v/), + «»,»), 


.,(«,W), 


, + 0(M.i)i 


.<!(t.W)i 



Die Ausdrücke (49) werden in die hier eingeftllirte BezeicIiDung ober- 
setzt, 

(lIMt) = ill.M] + (/,Jf)(2)i 

(///,M,1) = (IHM) + {'■Mm, 

{IVM.f] = {ly.K) + (/,tf)(4), 



(;;/,M,2) = (//;,Af,i) + (;/,«,) )(3)i 

(/V.Jf.ä) = (/V,M,)) -I- (;/,M,l)(4)j 
etc. etc. 

. {7//,H,S)(4)ä 



(/V.Jf,3) = {IV.M.i) ■ 
etc. 



Der Ausdniclt (50) wird hierauf 

* = — JTTi *" 









(M. ir.i)' 
(r/,M,5)* 



and das gesuchte Gewicht 



P = 



Die Werthe der CoefScienten (2), , (3), , etc. etc., so wie die der Divi- 
goren sind aus dem Art. 95 zu entnehmen. Die Rechnung gab 
(/,») = —0.06807 



(//,M) = -1-0.13625 , 

(//;.Jf) = —0.07048 

{n.M) =. -kO.00230 

{y,1l) = -H0.Ut68, 

(V/,lf) = -h0.0660l , 



(//.M,t) = -I-0.H935 

{lIIM.i) = —0.03216 

(JF,M,3) = —0.01778 

(F.lf» = -h0.08552 

(F/,Jf,5) = -0.00222 
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S = 0.06(97 
Dud aus diesen WertheD von R und 5 folgt 
P = 13.i6 
welches das gesuchte Gewicht ist. 



Als zweites Beispiet soll der Winkel {l)){^){ä} der Figur nebst dessen 
Gewicht berechnet werden. Der wahrscheinlichste Werth desselben 
wird sogleich nach Art. 96 

(6)(l)(o) = )63"6rä3"M( 
und für das Gewicht wird zunächst 

Ji = ix{h) — (to(a) 



folglich 



fc(o) = —I , k{b) = +( 
(J/.o), = t(a) = — 1 

(Jf,i), = «,'*(ii) + fc(i) = +(9.7022) 
fl =! 0.04723 



(IM) = 


—0.00693 






[UM) = 


-I-0.00U85 , 


(//,M,t) - 


—0.000285 


[in.M) = 


+0.00705 


(/i/,M,2) = 


+0.006095 


(/F,M) = 


+0.00)106 


(/V,J»,3) = 


+0.00)692 


(V,M) = 


+0.0078)7 


(V,lf.i) = 


+0.00548) 


(V/,») = 


+0.008728 


(V/,H,S) = 


+0.001063 




S = 


0.00026 





P = 21.29 



99. 



Als drittes Beispiel soll der Werth nnd das Gewicht des Winkels 
(5)(2)(3) berechnet werden. Jenen bekommt man sogleich 

(5){2)(3) = 1(3), — x(2), = )9« 37' 0"922 
und da hier 

t{2), = -) , k[3\ = +) 
sind, so werden 
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(Jtf.2), = 4(2), = - ( 

(M.S), = k{3), = + 1 

(Jf,4), = ß';.k{i),+,~,.k(3), = +(9.6697) 
B = 0,8255 
(/,«) = 

(n.M) = (J/,Jf,i) = 

(///,H) = +0.06536 , (///,Jf,2) = +0.06636 

llV.M) = —O.Ol Sil , {IY.M.3) = +0.00561 

(V,Jf) = —0.4821 , (V,lf,i) = —0.4869 

(W,lf) = — O.mi , {YI,M.S] — +0.0197 

S = 0.1968 

P — 3i.8 



100. 

Als viertes Beispiet soll der Werth und das Gewicht des Winkels 
(5)(3](2), welcher zu den nicht beobachteten gehört, berechnet werden. 
Dieser wird aus den beiden andern Winkeln des Dreiecks , dem er an- 
gehört, durch den folgenden Ausdruck gefunden 

(6)(3}(2) =1 180' 0' 0"737 — i(3), + a;(2), — i(3), + j(1)i 

indem der sphärische Exces dieses Dreiecks = 0"737 ist. Die Angaben 
des Art. 96 geben 

(6)(3)(2) = 53« *r 0"293 

welches der wahrscheinlichste Werth dieses Winkels ist. Es wird nnn 

Ji = <te(2)i — *r(3), + <te(()i — to(3). 
also 

i(2), = +1 , k(3), = -1 , *(t)s = +1 , t(3)» = -< 
(lf.2), = k{i), = + 1 

(l»,3)j = k[3), = — 1 

(M.i), = ß~\ . i(2), + c'"i ■ *(3)i = —(9.66966) 
(lf,1). = /i(l), = + 1 

(Jf,3). = t(3)s = - 1 

R =: 0.42647 
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(/,Jtf) = 

{UM) =s —0.090456 , (7/.AfJ) « —0.090456 
{IHM) = —0.17395 , (///,M.2) = — 0.2H44 
(tVM) = +0.018405. (/V.itf.3) = -0.65216 
{V,M) =* +0.3H98 , (V,M,4) = +0.53574 
{VIM) = +0.17736 , (F/,M,5) = +0.00323 
5 =* 0.36228 
P = 15.58 
Das Gewicht des beobachtetet) Winkels (3)(1][5) wurde oben im Art. 97 
3= 13.44 gefunden, man sieht also hieraus, dass unter Umstanden das 
Gewicht eines berechoeten Winkels grosser werden kann wie das eines 
beobachteten. 

101. 

Da die Richtungen an sich unbestinunte Grössen sind, so kann 
eine Bestimmung der Gewichte derselben auch nicht stattfinden, die 
Formeln werden Zahlen geben, die als Gewichte ptus einer unbestimmten 
Grösse gellen mtissen, und ebenso verhalt es sich mit den Anßings- 
punklen der Gyn , oder der Gruppen derselben. Aber die Aggregate 
u(m), + x{r), sind bestimmte Grössea , und die Gewichte dieser lassen 
sich daher bestimmen. Es soll daher als erstes Beispiel dieser Gattung 
zunächst das Gewicht des Aggregats »(1)3 + j:(1 )3 berechnet werden. 
Da wirhier x{\ )3 statt w{i )3 schreiben können, so geben die Gteichangen (65) 

u(1)3 + a<1)3 == M1)s-ia<2)3 

und es wird daher die Function 

J2. = l<Jx(1)3 — iM^)» 
folglich 

ft(1), = +i. fc(2)3 = -> 
Hiemit ergeben sich 

(M.f), = i 
(J»,2), = -i 
(M,3), = 



woraus 



fl = O.OääiS 



hervorgeht. Ferner 
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(J,M) = +0.0(808 

(ftjf) = — 0.0i48i , (//.»,() = —0.04035 
[III,M) = (///.ir,2) = -0.01368 

[IVM) = (IVM.i) = -0.00336 

{Y,M) = (F,M,4) = +0.01680 

(F/.M) = (V/,J/,5) = +0.00733 

S = 0.00768 



Als zweites Beispiel soll das Gewicht des Aggregats ii(8)! + x{i)i 
berechDet werden. Da hier 



«(8> 


iW), + x{i), + 1(3), + <4),) 


ist, so wird 




Jl = 


- ^(<). - i^i{i), - ax{3), + J*t(4> 


also 




m = -i. 


M2). = - i . M3). = - t , *{4), = + i 




(Jf,1). = -f 




{»«). = -i 




{Jf,3), = -i 




(«,4)2 == +0.7668 




fl = 0.03926 


(/.*) 


= 


{ffjf) 


= (//,J/,I) = 


(///.*) 


= +0.00082 , (///,Jf,2) =:: +0.00082 


{IVM] 


= -0.04040 , {IV.M,3) = -0.040(0 


(V.*) 


= —0.09367 , {Y,M.i) = -0.(0645 


(V/,Jf) 


= —0,03285 , {YI.M.&) = +0.00702 




S = 0.01321 



P =s 41.58 



Als letzte Beispiel soll die Dreiecksseite Warte - Wachsenburg' 
aas der als gegeben betrachteten Seile Seebei-g - Jnselsberg, nebst 
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dem Gewicht dieser Bestimmung berecfanet werden . wobei in Metern 
ausgedrückt 

log(<X3) = 4.3136765 
angenommen werdea soll. Aue der Figur des Art. 91 findet man leicht 
auf dem einfachBteu Wege 

raVi^ — ^" NI)i-<r|Mi-*"«»] Bin [xl»)i-.x(t]t-t"an] ,..,„. 
^*A*y lin [a'(tl,-a:(*)t-0"Ull] siD [3i(S)4-i(l|4-0"m] ^'A"^ 

Die Zahleo 0''140 und 0"S11 sind der dritte Theil der sphäriscIieD 
UeberschOsse der beiden in Betracht kommenden Dreiecke. Man hstte 
hier, gleichwie oben in den beiden letzten BedingungsgleichungeD ge- 
schehen ist, diesen weglassen können, wenn man statt der Seiten selbst 
ihre SioDsse angesetzt hatte, ich finde aber hier die ÄDwendung der 
Seiten selbst flir einfacher. Die Substitution der obigen wabrscbeiolicb* 
Sien Werthe der Bichtungen giebt nun zuerst 

log (2X4) = 4.2713762.5 
Warte-Wachsenburg = 18679"'972 
Die Fanction Jl ist hier nicht unmittelbar gegeben , sondero wird durch 
die Differentiation des vorstehenden Ausdrucks für (2](4) in Bezug aaf 
die darin vorkommenden Richtungen erhalten. Zu dem Ende brancht 
man nur den numerischen Wertb der rechten Seite derselben mit den 
Gotangenten der darin. vorkommenden Winkel zu multipltciren , unduoi 
die Aendernngen in Bezug auf die Secunde zu erhalten , diese Produkte 
mit 206265" zu dividiren; fttr die im Nenner vorkommenden Winkel 
mtlssen Überdies die Zeichen umgekehrt werden. Auf diese Art eigab 
sich mit Weglassuug des cnnstanten Gliedes 

J2 = — 0"*004ö71d[jj(3)i— j!(4),]-4.0"'19551<J[a;(3},— jr(2)»] 
—0.08559 d[xii)2~x{i)i]—0.i0665i[x{%)t-x{{),] 
Dieser Ausdruck giebt 

fc(3), =^ —0.004571 fc(2)3 « —0.19551 

fc(4), » +0.004571 Ä{3)3 = +0.19551 

fc(1}j = —0.08859 fe(1)4 = +0.10665 

fc(4)i = +0.08859 Ä(2)i = —0.10665 

Es werden femer 

(tf,3), = fc(3)i = —0.004571 

(Jtf,4), = /", . fc(3), + ik(4), « +0.004119 

(Jf.o), = fi . k(3), + a"i . fc(4) « +0.00060Ö 
(Jr,6), ^ y\ . Ä(3), + iJ". . i(4) a= +0.00<»44l 
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(If,)), = *(i), = —0.08859 

. (Jlf.t), == t(4)i = +0.08869 

{M,i), = t(S), = —0.19661 

(»,3), = k{3), = +0.1965) 

(lf,4), = t((), = +0.t0666 

(M.i), = i(«), = —0.(0666 



Dod hiemit 
Ferner 



A = 0.0066i77 



(I.M) = +0.005420 

(//,») = —0.007079 (//,Jf,t) == —0.005733 
(///,») = +0.004679 (///,Jf,2) = +0.003104 
(/F,*) = —0.000596 (/V,Jf,3) = +0.00(449 
(F,lf) = +0.00(966 (V,Jf,4) = +0.0054ä( 
(Vl.M) = +0.0(8427 (W,Jf,5) = +0.0(1940 
S = 0.0037(76 
und das gesuchte Gewicht 

P = 341.2 

104. 

Wenn in einem Dreiecksnetze mehr Winkel beobachtet worden 
sind, als hinreichend und nothwendig um nebst Einer Seite dieses Netz 
vollständig berechnen zu können , so ' können die verschiedenen Stücke 
desselben auf mehr wie Eine Art berechnet werden. Wenn aber die 
Wmkel dem hier entwickelten Verfahren gemäss ausgeglichen worden 
sind, so muss jede mögliche Berechnungsart irgend eines Stückes dieses 
Dreiecksnetzes nicht nur auf den nemlichen Werth desselben hinfuhren, 
sondern auch das Gewicht der Bestimmung desselben muss bei jeder 
Berechnungsart denselben Werth bekommen. Um zu zeigen, dass dieses 
in der Tbat der Fall ist, werde ich das erste und das letzte der vorher' 
gehenden Beispiele auf andere Weise berechnen wie im Vorhergehenden 



Man findet leicht, dass man dem Ausdruck des Winkels (3](1)(5] 
auch die folgende Form geben kann, 

{3)(1)(5) = 180" 0' 0"528 + a:((), — x{i), + x(i), — x(3), 
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und es ist aa sich klar, dass hieraus derselbe wahrscheinlichste Werth 
dieses Winkels hervorgehen muss wie oben. Wir brauchen uns daher 
nur mit der Berechnung des Gewichts dieser Bestimmung za beschäf- 
tigen. Es werden hier 

(Jtf,i)s «= ft(1), == +4 

(3f,2), = fc{2)3 — — < 

(if,2), ^ Ä(2)s *= -H 

(M,3)i := fc(3)s = -i 
und hieraus findet sich zuerst 

R ^ 0.23035 
Femer werden 



mi 


= 


+0.03615 








(//,«) 


= 





(//,M,I) 


= 


+0.00854 


(///,*) 


= 


+0.05025 


(///,Jtf,2) 


= 


+0.05824 


(/V,Jf) 


= 


—0.23035 


[JY,M,3) 


= 


—0.20023 


C.«) 


= 


+0.9275 


(V,Af.i) 


= 


+4.274 


(V/,Af) 





S = 


(F/,Af,5) 
0.1 5613 
13.47 




— 0.H2 





«05. 

Die Draiecke unserer Figar geben die folgenden Gleiclinngen 

1(3), — x{2), = (80« 0' 0"634 — i(1), + 1(3), — i(2). + i(<), 
1(1 )i — i(4)i = 180« 0' 0"420 + i(4)i — i{3), — x{3), + a<2), 

und es ist Itlar, dass nach der Substitution dieser Ausdrticlce in den Aus- 
drucli fllr die Seite (2)(4) des Art. 103 genau derselbe Werth dieser 
Dreiecksseite wieder hervor geben muss. Snbslituirt man aber diese Aus- 
drucke in den Ausdruck ftlr J2 desselben Art., so bekommt man 

Jl = — 0'»00457(t[i(3), — a;(4),] 

-0.1 9551 *[*(1), — <3), — x{l), + x(i),] 
+0.08859i>[i(3), — 1(4), - i(2), + x{3),] 
+0.10665i)[i(1), —x{i),] 
und es werden jetzt 
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k{i), =: -0.(9554 






*(i). 


= +0.30216 


ll(3), = +0.27953 






*(2). 


= -0.3907S 


k(i), = —0.08402 






*(3). 


= +0.08859 


Bieraas ergaLeo sieb 










(».)), = km, 








= -0.19551 


(M.3), = *(3), 








= +0.27953 


(*,t), = r\ ■ k(3\ 


+ 


m 




= —0.08880 


{M.a), = i\ . *(3), 


+ 


*", 


•'*(*)■ 


= +0.05ii6 


(M.h\ = /, . 1.(3), 


+ 


*", 


■ *(*)■ 


= +0.H66) 


(Kl). = *(1). 








= +0.30216 


(Jf,2). = t(2). 








= —0.39076 


(Jf,3). = *(3). 








= +0.08859 



S = 0.026806 
feiner 

(/,Jf) = — 0.0854ii 
(7/,M) = +0.0)3500 (//,Jf,t) = 
(///,M) = +0.003455 (///,«,«) = 
\njl) = +0.051544 {/V,Jf,3) = 
\VM] = +0.022413 (F,Jlf,4) = 
(V/,Jf) = +0.045048 lyiM.i) = 
S = 0.023877 
f = 341.3 
mit dem Art. 1 03 bis auf 0.1 UbereinstimmeDd. 



—0.007711 
—0.010213 
+0.027108 
+0.008424 
+0.011941 



10S. 

Ein ganz anderer Ausdruck ßlr dieselbe Dreiecksseite ist der fol- 
geude, 

/ayi\ _ liPliEi«)«-3'(*)«+J:[g)4-x( 1) «-0"»0*]gLD[»(*]i-»[<)i-l"tOt] ,.,,„, 

WW = ^^ [i[»)4-a:{))<-ir(8a] Bio [jrWs-ajttla-«"*»»} ^^^ 

der auch aus der Figur leicht zu erhalten ist. Substituirt man hierin 
die wahrscheinlichsten Werthe der Richtungen, so bekommt man 

log(2)(4) = 4.2713762.8 
(2)(4) = 18679"973 

bis auf Unbedeutendes wie oben. [£s wird aber jetzt 

AlhuJI. d. K. 8. S<MllMl 
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Jl = 18679"973 — O-läSilifa^a), — x{t), + ^3), — i((),[ 

— 0.(7251i)|i(4), — <)),) 

— O.I)t30M[x{3), — x({),] 

— 0.28973<S[i(2)i — t()),| 



und folglich 




4(1), = +0.(7ä5t 


*(*), = +0.1284) 


(.(»), = —0.1725) 


*()), = +O.UUt , 


*(t), = +0.28973 


*(3), = —0.14)44 


k[i), = — 0.H8U 




HierauG bekommt man 




(*.!), - *(f)i 


= +0.1729) 


(*.*)■ - *(»), 


= -0.)725) 


(Jlf.o), = *", . kH), 


= ^(8.90693) 


(»,6), = ä\ . *(*), 


= —(9.10265) 


(Jlf.l), = /,()), 


= + 0.28973 


(M,2), = t(2), 


= —0.41814 


(Jf,4), = ^",1,(2), + 


. t(4)j = +(9,38049) 


(Jf.t). = *()). 


= +0.14144 


(Jf,3), = t(3), 


= -0.14144 


R = 1 


).0t2766 


(/,Jf) = +0.008179 




{JIM) = — 0.0H346 


(M.Jf.l) = —0.009316 


(fl/,Af) = —0.032856 


(I7f.jf,2) = —0.035492 


(lYM) = +0.000003 


(/V.JIf,3) = -0.0)1716 


(V,Jf) = -0.223622 


(V,Jlf,4) = -0.218549 


{VI.M) = — 0.H7261 


(W,Jf,6) = —0.003109 


S = 


0.039833 



P = 341.2 
mit dea vorhergeheodea BestimmaDgen dieses Gewichts ubereinstiin- 
mead. leb mache darauf aufmerksam , dass in allea diesen Gewichlen 
eine einzelne Beobachtung irgend einer Richtung die Einheit bildet. 

107. 

Um auch den Tuhalt des Art. 81 durch ein Beispiel zu eriautero 
soll die Haupertuifi^sche Gradmessung dienen , die ich bdcaantlkb kura 
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nach dem Erscheinen der Gaussischen, oben mehrmals angezogenen 
Abhandlung theils nach dem in dieser gegebenen Verfahren , theils nach 
einem eigenthumüchen , welches mit dem hier im Art. 28 u. f. erklärten 
identisch ist, berechnet habe. Bei dieser Gradmessung sind im Ganzen 
18 Bedingungsgleich ungen vorhanden, und ich habe daher, den Gaussi- 
schen VorschrifleQ folgend, ein System von 18 Gleichungen auflösen 
müssen. Unter diesen Gleichungen befinden sich aber vier localc, und 
zwar die, welche ich mit J, L, M, bezeichnet habe*), und die dem 
Art. 81 zufolge von den Übrigen getrennt werden können. Wenn ich 
damals diesen Satz angewandt hatte, so hStfe ich ein System von nur 
14 Gleichungen aufzulösen, und daher eine weit kürzere Rechnung 
gehabt. 

Es gnttgl dir den hier zu verfolgenden Zweck blos Eine Station die- 
ser Gradmessung zu behandeln', und hiefür wähle ich diejenige aus, die 
Rosenberger mit n bezeichnet hat **). Die auf dieser Station gesessenen 
Winkel lassen sich durch die folgende Figur anschaulich machen, 




nnd haben nach dter RedocHon derselben auf den Horizont die folgenden 
Werthe, 



•) S. Sclium. Aslr. Narlir. 
••} S. Schum. Aslr. Na.hr 



IX, p. ai5. 
. VI. Nr. Itl I 
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C«B = 31 "ST 3"63 
AnB = i\ 33 <6.30 
AnK = 95 29 5i.i3 
HuK = 73 58 S.6t 
KnT = 87 U (9.10 

Haa siebt , dass zwischen diesen Winiteln eine BedinguDgsgleichun^' 
vorkommt , zurdge welclier 

AnK = A«B + BnK 

seil) muss, und es ist diese die ich a. a. Orte mit / Ijezeichnet habe. 
Ich bezeichne nun die fttof Richtungen nC, nA, nB, nS, nT, bez. mit 

{)), (2), (3), (tl, (5), nehme dadlr die vorliuBgen Werthe 

(1) = 0» 0' 0" 

(2) = (0 n 47.33 
, (3) = 31 57 3.63 

(4) = (05 55 9.27 

(5) = 193 39 28.67 

an , und bilde , indem ich die daraus folgenden Winkel von den beobach- 
teten abziehe , wie oben erklärt worden ist , die folgenden Werthe der 
/, und zugleich lege ich jeder Richtung das Gewicht ^ 1 bei. Hiemit 
entsteht die folgende Tafel, die den bez. zweiten Tafeln des voiter- 
gehenden Beispiels ahnlich ist. 



Nr. (1) 


(■) 


(') 


(•1 


(<l 


1" 


p 


1 


0"00 






O'OO 




2 


i 


0*00 


0.00 










2 


3 




0.00 


O'OO 








2 


4 






0.00 


O'OO 






2 


5 


+13.755 




—13.755 








2 
10 


ffc) 


+ 13'755 


O'OO 


— 13"755 


O'OO 


O'OO 




ö 


2 


3 


3 


1 


1 







Der Richtung (1 ] ist deshalb der letzte Platz gegeben worden, weil 
Bonst Dicht die im Art. 76 bezeichneteD Coefficieaten hätten Ntül ge- 
macht werden können. Durch die Ausdrücke des gen. Art. Godei sieb 
nun 
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W = 1. {»•■) = 


= i. (wT = i. 


(pp" 


= 


(PP") = 


(pp) = 


= *, {p'p") = i. 


{pp" 


= 0, 


(pp") = i 




(pp-) = t. 


W) 


= +■ 


(ff) = 






[ff 


= i. 


[ff-] = 

(pT) = + 


iV = JV' 


= JV" = VT. 


jv- = 


JV" = 





(aii)=(,6. (o6)=0. (oc)=0, M= 0, 


(«.)= 


0, 


(o()=+1.S"765 


(66)=2, (tc)=0, (M)= 0, 


(6e)= 


—0.5, 


(4/)= 


{cc}=% (cifj=— 0.5, 


(")= 


0, 


(c()=— 13.765 




(iM)= 0.5. 


(<fa)= 


0, 


(*)= 






(«)= 


0.5, 


(el)= 
(i))= .378.i 


und hiemit 










(*t,1) 


= 2 , (Hl) 


= 







Kä) 


= 5 , {cl.i] 


= — 


13'75 


5 


(Ai,3) 


= 0.375 , {dl.3) 


= — 


3.i38 


K*) 


= 0.376, (ei,4) 


= 









(«,5) 


= 


126.t 




log x = 0.962«» , log r = 0.8373 , 


logr 


= 0.9623 


log<)'= 0.3980 


, log r" — 9.3980 , 


og/S" 


= 9.3980 


uDd alle übrigen Grossen dieser Gattung 


sind Null. Hieraus folgen nun 


die Verbesserungen 


»(<) = 










»(2) = + 9't7 








»(3) = 










»(i) = — 9.17 








»(5) = — 9.17 






Addirt man diese zu 


den angenommenen 


Werlhen der 


Richtungen, so 


erhalt man diese wie 


olgt 
j,{i) = 0- 0' 


0" 








jl(S) = 10 2*66.50 




. 




y{3) = 34 57 


3.63 








i((4) = 105 50 


0.10 








j((5) = 193 39 19.60 






die nebst den obigen 


Wertlien von [aa], 


(6t,1), K2). 


etc und f, y'", 


i', in dem zweiten Theil der Auflösung 


aozuweaden 


sind. Aus den 
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vorstehenden Wertheo der y erkennt man leicht, wie vorher gesehen 
werden konnte, duss die Winkel CnH = {Z} — {\) md KnT =s {5) - [i] 
nnverändert geblieben sind, und die Verbesserungen sich zu gleichen 
Theilen, aber mit verschiedenen Zeichen, auf die Übrigen drei Winkel 
erstrecken. Wenn auf einer Station mehr wie Eine locale Bedingungs- 
gleichuDg vorbanden ist, dann findet der letzt genannte Umstand nichl 
mehr statt. 

In unserem Beispiel kommen ausserdem noch drei Stationen vor, 
die auf dieselbe Weise behandelt werden können , so dass , wie oben 
angeführt, in dem zweiten Tbeil der Auflösung nur ein System von 14 
Gleichungen aufzulösen ist, wodurch die Arbeit wesentlich abgekürzt 
wird. Es ist noch zu bemerken, dass auf den Stationen, aufweichen 
keine locale Bedingangsgleichungen vorhanden sind, die Winkel als Un- 
bekannte beibehalten werden können , und nicht in die Bichtungen auf- 
gelöst zu werden brauchen, nur muss man, wenn tlbrigens alle Beob- 
achtungen für gleich gut gehalten werden können, das Gewicht der Win- 
kel = ^ setzen, wenn wie oben das Gewicht der Richtungen ^ 1 an- 
genommeo worden ist. 

b) Zweites Verfahren. 
108. 
Das im Vorhergehenden gegebene Verfahren zur Ausgleichung der 
Winkel eines Dreiecksnetzes ist einer AbSnderung fähig, die ich nicht 
unterlassen will hinzuzufügen. 

Wenden wir uns zu den Gleichungen (61) des Art. 69, und entfer- 
nen in den Ausdrucken der Coefßcienten derselben Alles , was sich anf 
die Bedingungsgleichung (56) bezieht, mit anderen Worten, setzen 
wir darin NssN'^ N"= etc. = , hierauf werden 
{aa) - Q — (pp) 
{ab) =. - {pp-) 
{ac) ^ - {pp") 
etc. 
{al} = {Ix) 



{bb) = ö' - ipp) 
(be) = - (p'p") 

{bl) '^ {hTi 
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(cc) = 0" - ip-p") 
etc. 

M = M 



WO (pp), (pp'), etc. dieselbeD sind wie votier. Aber aus dem Art. 71 
folgt jetzt 

{aa] + (ab) -t- (ac) + ... = 

{ab) + {bb} + {6c) + ... = 

(ac) + (6ff) -I- (cc) -I- ... « 

elc. etc. 

und zufolge des Art. 68 ist 

{Ix) + (k') + (tx") + ... = 
Die Summe der Gleicbungen (61) ist also identisch Null, woraus folgt, 
dass jede derselben io den übrigen enthalten ist. Die (61) kann man 
aber auch wie folgt schreiben, 

l{aa)-4-{ttb) + (ac) + ...\x+{ab){x'—x)~t-{ac){x"-~-x)+ ... m (Ix) 

\{ab) + (bb) + {bc) + ...\x + {bb){x'—x) + {bc){x'^x)-^... a {Ix) 

\{ac) + {bc) + (cc) + ...\x-t-{bc){x'—x)-t-{cc){x"~-x)+ ... = {Ix") 

etc. elc. 

Zufolge der obigen Bedingungsgleichungen sind hier alle CoefHcieoten 
von X gleich Null, j; verschwindet daher aus diesen Gleichungea, und 
bleibt völlig willkiibrlich , wie auch die Natur der Sache mit sich bringt. 
Es entsteht hiemit ein System von Gleichungen, welches nur die Unter- 
schiede x — X, x" — X, etc. enthalt, und von welchen wieder jede in 
den übrigen enthalten ist. Denn mit Zuziehung der vorstehenden Be- 
diogungsgleichungen erkennt man , dass auch nach der Entfernung der 
mit X muttipiicirten Glieder die Summe der Gleichungen identisch Null 
ist. Aber jetzt ist die Anzahl der Gleichungen um Eins grösser wie die 
Anzahl der Unbekannten, und man kann also Eine Gleichung weglas- 
sen. LAsst man die erste weg, so bekommt man das System 
{bb){x—x) -^ {bc){x"—x) + {bd}{x"-x) + ...=s{ljf) 
{bc){x'—x) -^ {ce){x"—x) + icdj{x"'—x) + ...== {Ix) 
{b^[x—x) -I- (cd)(a;"— x) + {dd){x"~x) -I- ... = {Ix") 
etc. etc. 

aus welchem auf dieselbe Art wie vorher die Unbekannten x' — x, x — x, 
d"—x. elc. bestimmt werden können. 



(67) 
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109. 

Bei der Anwendung der Gleichungen (67) Bind auf jeder Station 
wieder dieselben Tsfelchen zu bilden, wie im Art. 8i u. d. f., auch sind 
die Grossen (pp), (pp), etc nebst (11) ganz eben so zu bilden wie vor- 
her, nur die CoefGcienten (bb), (bc), etc. sind nach den Ausdrücken des 
vor. Arl. zu berechnen, und man kann statt dieser Bezeichnung sogleich 
(2,2.1), (2,3,1 ), (3,3,2), etc. etc. einfilhren. Es wird dadurch eine Ueber- 
einstimmung mit dem Vorhergehenden zu Wege gebracht. Die Rech' 
nung giebt wieder die Grössen die im Vorbeigehenden mit w(r), und 
yir), bezeichnet wurden , wenn man auf jeder Station , in Bezug auf die 
Richtungen, deren Verbesserung etiminirt worden ist, jene Null macht, 
oder diese Richtung so lasst wie man sie vorläufig angenommen hat. 

Da in den Bedingungsgleichungeu , die das Dreiecksnetz liefert nur 
Unterschiede der Richtungen vorkommen, so sind jetzt in de» Differen- 
tialen derselben die Coefficienten der eben bezeichneten Richtungen 
gleich Null zu machen, und die Folge davon ist, dass auch die beiref- 
fenden zweiten, mit z(r), bezeichneten, Verbesserungen Null werden. 

HO. 
Es scheint mir angemessen das im Vorhergehenden ausgeftthrte 
Beispiet auch durch das hier gegebene Verfehren zu behandeln , wobei 
es aber gnUgen wird, die einzelnen Resultate kurz anzugeben. 



Resultat 


ed 


er 


Augglei 


chun 


% auf den Stationeo. 










Station i\ 


■ 












»(1). 


= 63'(4'(0"000 




»(ä), 


= 


+ 


("849 , 


Sl(2), 


= 96 39 63.549 




»(ä). 


= 


+ 


0.483 , 


»(3). 


= 308 6( 37.483 




»(4), 


= 


— 


0.(34 , 


»(*). 


= 3(5 58 (6.866 




«>(o)i 


= 


+ 


0.6(7 , 


»w. 


= (06 5 29.6(7 




"(i), 


= 


— 


0.302 , 


»m. 


= 269 57 22.698 










((/,6) = 


= (32.862 


.H.(9. 


17609) 












-*(8. 


4082) 


n" 


= 4 


(8.96473) 




.+ {9. 


51809) 


n 


"+ 


(9 6233ä), (»i" 


.+ (9.682(8) 


.+ (9.66883) 


n 


m4 


(9.92410), *,' 


.+ (9.94863), 6,' = + (9. 



(9.89042) 



db, Google 



169] VON HEB MbTRODE DP.B KLEINSTEN QüADKATB etc. 739 

(ä,S,1), = iO.O (o,ii,i), = (1.39590) 

(3,3.2), = (1.38630) , (4.6,5), = (0.8*881) 
(i,4,3), = (1.10206) , 

Station (2). 

j((1), = 27»65' 7"000 

»(2), = + 0"302 , »(2), = i5 16 35.302 

«,(3), = + 1.301 . y{3), = 6t 63 37.301 

ir(i), ■= — 0.171 , j(t), = 3iä 17 11.829 

(«,i) = U.077 

(fc" = + (9.43573) , /J," = + (9.67719) , n" = + (9-78336) 

(2,i.(), = (0.74036) , (3,3,2), = (1.12788) , (4,4,3), = (1.09584) 

Station (3). 

j,(1), = 179H3' 9"000 

»(2), — — 0"319 , y(2), = 243 46 34.681 

»(3), = — 0.102 , j(3), = 268 36 49.898 

(W,3) = 2.121 

ft"= + (9.61881) 

(2,2,1), = (1.17124), (3,3,2), = (0.89040) 

Station (4). 

j,(1), = 88«37'44'000 

«,(2), = — ri65 , j/(2), = 128 67 68.835 

»(3), = + 0.679 . y{3), ^ 170 26 40.679 

(«,3) = 14.685 

/!,' = (9.64573) 

(2,2,1), = (0.93785) , (3,3,2), = (0.69646) 

Station (6). 

j(1), = 252'69'37"000 
»(2), = — 1"528 , s((ä), = 276 32 45.472 
ii>(3)s = + 0.781 , i)(3), = 359 40 37.781 
(«,3) = 6.662 
ß," = (9.74036) 
(2,2,1). = (1.00000), (3,3,2), = (0.69680) 
Die Werthe der Winliel , die sich aus den vorstehenden Richtungen 
Blieben, so wie die Summen der Fehlerquadratp stimmen mit denen, 
die die vorhergehende Methode ergeben hat, nberein, wie aus der Ver- 
gleiehong mit dem Art. 89 hetvor.i;eht ; die Werthe der HuifsgrOssen 
sind verschieden , wie nicht anders sein kann. 
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in. 

Die Berechnung der u(tn), geschieht hier darch denselben Ausdrucli 
wie im vorhergehenden Verfahren , nemlich durch 

u(i»). = - -^i-toM, 

wobei hier ausser den im Art. 90 beigedlgten Bemeriiungen noch ange- 
ftlhrt werden kann, dass jetzt in diesem Ausdruck immer u>(1],3sO zu 
setzen ist.. Dieselben a. a. 0. angeßlhrlen Beispiele geben hier 

«(l), = — 0"I58, o(i), = — 0")6t , «((), = + 0")60 
1.(9), = — 0.708 , «H), = — 0.665 , »(4), = + 0.440 

ii(4i), = — 0.322 , 11(8), = — 0.3S8 , 

»(21), = — 0.508 , 
die gleichwie die ip(r), und y{r), von denen des ersten Verfahrens ver- 
schieden sind. Aber aus demselben Grande, aus welchem in beiden Ver- 
fahren die Unterschiede der ^(r), einander gleich sein müssen , mflssen 
auch die Aggregate u(fn), + ur(r), , die denselben Gruppen von Gyris an- 
gehören , in beiden Verfahren einander gleich werden, die Richtung mag 
in der betr. Gruppe beobachtet sein, oder nicht. Z. B. 



Erstes Verfahren. 
ii(1),+rfo),=— h0"571 — 0"( H =-l-0"i60 

l.(^),-^lll(6),=-^o.57^— 1.030=— 0.489 

ll(^),-Hl.(l),=-^0.57^— 0.728=— 0.157 
u(1),-H»(2),=-l-0.57l -1-0.821 =+i..')92 
«(l),-no(3),=-l-0.67l— 0.245= + 326 
i.(l),+«i(4),=-l-0.57)— 0.862=— 0.291 
ii(21),-l-«i(4),=-l-0.220— 0.728=— 0.508 
ii((),-l-ii>())s= -1-0.062— 0.2t 3=— 0.1 51 
«((),_ «,(.1)j=.|-0.062-H .087=-h 1 .149 

Nicht nur die Aggregate u{m), + x{r), , sondern auch die u{m), selbst sind 
bei dem gegenwärtigen Verfahren eben so wie die Winkel , oder die 
Unterschiede der Richtungen, bestimmte Grössen. 

112. 
Die Bedingungsgleichungen bleiben nun eben so wie sie im Art. 
91 angestellt worden sind, und nach der Substitution der vorstehenden 
Werthe der y(r), , ergeben sich dieselben Werthe der F{l), F{n), etc. 



Zweites Verfahren. 
=— 0"(58-l-0"617=-h0"459 
=-0.1 68—0.302=— 0.460 
=—0.158 =—0.158 
=—0.1 58-1-1 .649= -i- 1.391 
=—0.1 58-h0.483=-i- 0.3SÖ 
=_0.1 68— 0.1 34=— 0.292 
=—0.508 =—0.508 
=—0.161 =-0.151 
=— 0.1 51 -Hl .301 =-l- 1 ,1 50 
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Die DiBerentiale der Bediagungsgleicbungen , die im Art. 92 enthalten 
sind , erleiden daha' keine weiteren Veranderongen als dase die Glieder, 
die mit ^1)i, (^4)t< <^1)3. (^1)4. ä{i)& multiplicirt sind, wegfallen. In 
der im Art. 93 gegebenen Zusammenstellung der CoefGcienten dles£i- 
GleicbuDgen muss man jetzt die erste Zeile jeder Abiheilung der Tafel 
sich hinweg denken. Zur Berechnung der r^rj), ergeben sieh jetzt 
die folgenden Ausdracke, die mehr oder minder abgekürzt, auf allen 
Stationen Geltung haben, und durch die Vertauächung der Zahl i mit 
//, FJI, etc. auf alle Bedingungsgleichungen anzuwenden sind. 



<)(S.f). 


= 


lM. - 








1(3,/), 


= Ä 


•?(ä,/). + 


«(3./). 






-((*.'). 


= A" 


• ?(*./). + r: 


.?(3,/), + 


«(*./). 




iM. 


= Ä 


■9M. + )•.' 


■9(3./). + C 


.9(»./). 




ilU). 


= A" 


■9(2./). +y.' 


.9(3./). + *." 


.#./). 




Die beiden letzten kurzen sieb ab , wei 


9(0,/) und 9( 


,/) Nnll 


sind 


BecbnuDg gab 













' 


. 


log IM. 


log if^W. 


log n'r.IIH, 


log tiir,IV), 


log.)(r,K|, 


log <{••,>'«, 


2 
3 
i 
a 
b 

2 
3 
i 

i 
3 

i 
3 


i 


0. n 
8.96117» 
9.62332» 
9.92i<0n 


0. 

9.17609 

8.U082 

9.61809 

9.66883 


0. n 

9.(7609» 

9.99395 

9.18002 

961894 


0. 

9.95799« 
8.78509n 
8.63010» 

0. n 


9.81470 
8.99079 
9.90910 
9.77889 
0.00527 

0.40289 

9.69181» 

9.37606 


9.28926 
9.91385 
9.66989 
994010 

0.05406 
9.48979 
9.80784 


i 


— 


- 


0. 
9.78336 


3 


0. » 
9.76662 


0. 
9.61881 


— 


— 


— 


— 


t 


0. 
9.64573 


— 


— 


0. n 
9.74639 


— 


9.69538» 
9.20078» 


3 


5 


— 


0. « 
9.65322 


0. 
9.74036 


- 


9.70623 
9.17326» 


- 



Zar Beregnung der f[r,l\ , etc. dienen jetzt die folgenden allge- 
meineo Ausdracke, 
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3,/),+ K'-QM.+ A".0(o./),+ A' 

3.').+ ^.'"0(4,/).+ r"Q'fiJ).+ r: 

Q(i,/),+ <».".ö{«./),+ *,' 

0(0,/),+ «;. 



AüJ), = Q(S,/).- 

/•(3,/). = 

fl*.'). = 

/■(«./). = 

/■(*./). = 

in welchen die 0(2,/}, , etc. dieselbe Bedeutung haben wie 
sten Verfahren, und die auch auf alle Bedingungsgleichungen 
dehnen sind. Für das Beispiel ergab sich 



[17« 

ö(4,/), 

0{W). 
WJ). 
WJ). 
QM. 

dem (T- 
auszu- 



' 


. 


10! OM, 


loj Q'x.m, 


l't Qirjm, 


1« Q[r.m. 


los oir.n. 


l-SOIr,"''). 

7.95896 
8.8 H 79 
8.27399 
9.09(29 


i 

3 
i 

a 
b 
2 
3 
i 
i 
3 
i 
3 
i 
3 


1 

"2 


8.66370« 
7.862(1» 
8.22742)1 
9.0762911 


9.00000 
7.83979 
7.03876 
8.(2219 
8.82002 


9.00000« 

7.83979« 

8.89(89 

7.784(2 

8.770(3 


8.66370 
8.85593« 
7.389(9« 
7.78(29» 


8.8(470 
7.66449 
8.80704 
8.38299 
9.(6646 


- 


- 


9.26964 
8.68762 


8.904(6» 


9.66S53 

8.S6393» 

8.28022 


9.3(370 
8.36(9( 
9.7(200 


3 

T 
5 


8.82876« 
8.87622 


8.82876 
8.7284( 


— 








. 


9.06216 
8.94987 


— 


— 


9.062(6» 
9.04093 


— 


8.7575311 
8.60432» 


9.00000« 
8.95642 


9.00000 
9.04356 


— 


6.70523 
8.47645« 


— 



2 
3 
4 

a 
b 

2 
3 
4 
2 
3 
2 
3 


( 

3 
4 


"etl'.ri. 


lotrirjn. 


iog Ar,//I), log f\r,ir), 


lo« nr.n. 


'otnr.rn. 


8.83288« 
9.(8673» 
9.08039« 
9.03858« 
9.07629« 


9.(343( 
8.83288 
8.8(798 
8.8(0(6 
8.82002 


8.84806» 

8.71830 

9.(2339 

8.7(475 

8.770(3 


7.36078 

8.52349 

8.89366« 

7.85406» 

7.78(29» 


9.(5(29 
9.14907 
9.30688 
9.13210 
9.(6646 


8.81963 
0.(0198 
9.26(86 
9.06945 
9.09(29 


- 


- 


8.58784 
9.0(73( 
8.68752 


8.48(34» 
8.68752« 
8.904(6« 


9.66988 

8.39901» 

8.28022 


9.36485 
8.73477 
8.7(200 


8.658(4» 
8.87622 


8.98260 
8.72S4( 


— 





— 


— 


9.18960 
8.94927 


— 


— 


8.81799» — 
9.04993 1 — 


8.85336« 
8.50432« 


2 
3 


5 





8.70((6» 
8.95642 


9.20629 
9.04356 


— 8.05697» 

— ! 8.47645» 


— 
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Die Berechnung der Goerficienten der Endgleicbungeo wird hier 
eben so aosgefUhrl wie in dem erstea Verfahren. Es ei^b sich 



(l,'l 


ti.ll) 


ii.im 


(i,IVl (l,!-! 


ItW) 


/ o.i<g8< 


—0.10421 


—0.05229 


—0.09916 


— 0.n096 


-0.19780 


II 




0.36660 


—0.12073 


+0.00229 


+0.12318 


+0.06600 


lit 






0.i6821 


-0.12928 


+0.02412 


+0.17104 


IV 








0.36980 


-0.0801)6 


—0.06841 


Y 










1.444S3 


+0.71131 


VI 












0.47808 



Vergleicht man diese CoefÜcieDlen mit denen des Ärl. 95 , die das 
erste Verfohren gegeben hat, so wird man finden, dass sie, abgesehen 
von den kteinen Unterschieden der letzten Stelle, die von den Fehlem 
der letzten Stelle der angewandten Logarithmen herruliren , mit diesen 
identisch sind , obgleich die Hill fsgrössen, die zu ihrer Berechnung ge- 
dienthaben, in beiden Verfahren sehr von einander verschieden sind. 
Es ist dieses kein Zufall , sondern es lasst sich leicht zeigen , dass die 
Endgleichungeo identisch dieselben werden mlisscn, wie man auch das 
vorhergehende Verfahren eingericlilet haben mag. 

Wir brauchen also die Endgleichungen nicht von Neuem aufzulö- 
sen, sondern die Wertbe der Unbekannten (/). (//), etc., die im Art. 95 
gefiinden wurden, haben auch hier Geltung. 

Auch die Summe der mit ihren Gewichten multiplicirten Fehler^ 
quadrate wird dieselbe , die durch das erste Verfahren gefunden wurde. 



Um die Werthe der letzten Verbesserungen z{r)^ zu finden, dient 
nan wieder .die allgemeine Gleichung 

<•■]. = «--,/)..(/) + ftr,/;)..{//) + f['Jii),m + ... 

m welcher aber die Werlhe der /"{r,/), , etc. angewandt werden mUsseu, 
die das gegenwärtige Verfahren gegeben hai. Es folgt von selbst dar- 
aus, dass alte z('))^=:0 sind. Wir bekommen nun 
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i(«), = — 0-686 , 


zli), = + 0"*88 


1(3), = + 0.190 , 


z(3), = + 0.6*6 


1(4), = + O.tOi 





m t. A. Haksb», l"' 

i(ä), = — 0"033 , 

z(3), = — 0.6*7 , 

j(*), = + 0.35ä , 

i(a), = — O.Ut 

i(6)i = — 0.17* 

j(S), = + <"33« , j(2), = + 0'703 
1(3), = — 0.163 , i(3)i= + 1.268 
und zieht man diese von den im Art. HO enChalteneo Werthen der y{r\ 
ab , so ergeben sicli die folgenden wahrscheinlichsten Werthe der Rich- 
tungen, 



»<'). 


= 


6.3»1*'10"000 . 


1(1), 


= 


27»55' TOOO 


M.i), 


= 


96 29 53.682 . 


^(S). 


= 


*5 16 36.887 


x(3), 


.= 


308 51 38.030 , 


1(3), 


= 


6* 63 36.811 


»(*), 


= 


218 S8 10.51* , 


<*), 


= 


3*2 17 I1.*25 


<")< 


= 


106 6 29.761 , 








x(6), 


= 


269 57 22.872 , 








"»(t). 


= 


n9**3' 9"000 . 


^(1), 


= 


88«37'**'000 


x(2), 


= 


2*3 45 3i.l93 . 


1(2). 


= 


128 67 57.503 


»^(3). 


■= 


268 36 »9.352 , 


1(3), 


= 


170 26 *0.832 



^i)s = 2ä2«ö9'37"000 

*(2)s ^ 276 32 44.769 

x(ß)i = 359 40 36.523 

Vergleicht man die hieraus Tolgendeo Winkel mit denen des Art. 

96, die durch das erste Verfahren erhalten worden sind, so wird man 

eine Uebereioslioimung finden, die nichts zu wünschen nbrig IttssU 

Will man auch die wahrscheinlichsten Werthe der u{m\ kennen ler- 
nen , so dient dazu wieder der Ausdruck 

fUr welchen die Bemerkungen des Art. 1 1 1 wieder gelten. 

416. 
Die Berechnung der Gewichte ist bei dem gegenwartigen Verfah- 
ren im Allgemeinen dieselbe wie beim ersten Verfahren , nor findet in 
Bezug auf die der Winkel x{r), — x{i), eine Ausnahme statt. Da diese 
Winkel gegenwärtig die Uabekannten selbst sind, so (Mit di&Bereelfr- 
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nuDg der Grossen in deren Bezeichnung M vorkommt weg, und es ist 

nach den Ausdrücken der Artt. 44 d. 48 zn verrahren. 

Als Beispiel soll hier das Gewicht des Winkels 

a!{2)i - x(^), 

berechnet werden , welches im Art. 97 nach dem ersten Verfahren schon 

berechnet wurde. In der hier eingefbhrten Bezeichnung giebt der Art. 

44 sogleich 

_/Q\ * . A"* , A"" . ß\" . _A"_ 

"l*;! — [i,i,^)^ "^ (»,l,S)i "^ lt,*.ili "^ io.o,*)i "^ (6,M)i' 

und aus dem Art. 48 bekoiumt man 

/■(ä,//.)), = mji\ + ([%i\ ■ (2). 

AS,///,)), = f{i.III), + A8,/), . (3), 

. ai,iy,<). = /■(2,/V), + /-(ä,/), . (i), 

etc. etc. 



f(S,///,ä), = /■(2.///,1), + /-(i,//,)), . (3), 
f(i,IV.i), = A(2,/l',)), + A*.//,<)i ■ (*)» 
etc. etc. 



/(ä,/V,3), = /■(ä,/V,2), -l- f(2,/i/,ä), . (4)» 
etc. etc. 

etc. etc. 

woraus 

.,(9^ ^ fi','}i' , «'.".Ol' I m,iu.'u' , „.„ 

folgt. Das Gewicht P wird hierauf 

p = ' 

,111,-^(11, 

Für Dnser Beispiel bekommt man 

»(ä), = 0.136ä6 

f{i,I), = — 0.06807 , f{i,iy,3), = — 0.0)777 

/■(ä,//,)), = + 0.))934 , hi.y.i), = + 0.08540 

/■(2,///,2), = — 0.032)5 . A2.W,5), = — 0.002)7 

/i{i\ = 0.06200 



und hiemit 
wie im Art. 97. 



P = (3,47 



Rs soll als aweites Beispie) hier noeli das Gewicht Ton 
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berechoet werden, welcher Bogen mit dem Aggregat u(1)j + ^1)t des 
ersten Verfahrens identisch ist. Das Verfahren des vor. Art. ist hier nicht 
zulassig, sondern es muss statt dessen das allgemeine Verfahren ange- 
wandt werden. Da hier 

Ist, so wird Ji^—idx{2)3 und folglich 

fc(2}3 = - 4- , A(3}3 = 
und femer wird 

CM,2)3 = fc(2)3 = - i 
(Jlf.3)3 = /J,".A(2}) = -(9.3178) 
Hiemit wird zuerst 

R ^ 0.02242 

mit dem Art. 1 01 übereinstimmend , obgleich die Hulfsgrössen hier ganz 
aodepe Werthe haben wie dort. Hau erhalt femer 

{J,M) ^ + 0.01809 . {UM) = — 0.04484 
[IHM) SS (/V,M) = (V.M) = {VI.M] == 
wie im Art. 101 , und hieraus folgt schon ohne weitere Fortsetzung der 
Rechnung , dass dasselbe Gewicht wie dort , neulich 

P = 67.37 
erhalten wird. Hau sieht hieraus, dass beide Verfahren, ungeachtet 
ihrer Verschiedenheit, (Ur. die Winkel, die Übrigen bestimmten Bogen, 
und für die Gewichte dieselben Resultate geben , wie auch nicht anders 
sein kann. 

118. 
Vergleicht man diese beiden Verfahrungsarten in Bezug auf die 
Arbeit, die sie verursachen mit einander, so scheint dasUrtbeit darüber 
sich zu Gunsten des ersten Verfahrens zu neigen. Das letzte Verfahren 
fuhrt freilich in seinem letzten Theil auf eine geringere Anzahl von Aus- 
drtlcken wie jenes, indem in den fUr die tj und z auf jeder Station Ein Aus- 
druck weniger vorbanden ist, dagegen äind aber die zu berechnenden 
HuifsgrOssen in diesem Verfahren zusammengesetzter wie in dem Vor- 
hergehenden, da sie aus einer grösseren Anzahl von Gliedern bestehen. 
Mir scheint, dass die Gesammtwirkung dieser beiden, einander entge- 
gengesetzten, Umstände zu Gunsten des ersten Ver&hrens ausfallt. Es 
kann Übrigens Jeder bei der Ausgleichung eines Üreiecksnetzes sich ohne 
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vergebliche Muhe ein Urtheil über die relalive Kürze dieser beiden Ver- 
fahruDgsarten bilden, denn Nichts hindert sie untermischt anzuwenden. 
Man kann ohne Nachtheil fQr das Resultat auf einigen Stationen die eine, 
und auf anderen Stationen die andere dieser beiden Verfahrungsarten 
anwenden. 



§. 5. Ansdehaug its In Vorhergchndei entwickeltn Vcrfuhre« mt 

dei Fall, in welchem nehr wie Ene Gnmdliiie gemessen woHei ist, 

•der mai das Dreiecbsneti ai tlm bcnaehbartes aisehliessei will. 

119. 
Im Vorhergebenden ist immer angenommen worden , dass in dem 
Dreiecksnetz nur Eine Seile gegeben , oder mit anderen Worten nur 
Eine Grundlinie gemessen worden sei, wir wollen aber jetzt zur Be- 
trachtung des Falles, wo zwei oder mehr Grundlinien gemessen wor- 
den sind, übergehen. Nehmen wir zuerst zwei gemessene Grundlinien 
an, dann ist klar, dass ausser den im Vorhei^beoden erklärten Bedin- 
gnngBgleichungen noch Eine vorhanden ist. Diese kann immer auf die- 
selbe Form gebracht werden wie die zweite Gattung der übrigen Bedin- 
gangsgleichungen, nur statt des Gliedes ss 1 tritt das Verhaltniss der beiden 
GruodlinieQ ein. Die neue Bedingungsgleichung ist daher immer 

»io[a;(ol-fl;f61l9ii»[a.|cl-iEfd)]. .. _ »1 _ q 
(iD [x(a'l-(slb'j] »in [»(e'j -»(d'j] - ■ ■ B 

wenn B und ff die beiden gemessenen Grundlinien, und x{a), x{b), a!{c), 
x{d), etc. x{a'), x{b'), x{c'), x{<I), etc. gewisse gemessene oder beobach- 
tete Richtungen sind. Wenn mehr wie zwei Grundlinien gemessen wor- 
den sind, so kommen noch mehrere Bedingungsgleicbungen wie die 
vorstehende hinzu, und zwar ist die Anzahl dieser dritten Gattung im-' 
mer »:(*» — 1), wenn m Grundlinien gemessen worden sind. 

Wenn z. B. in dem oben behandeilen Beispiel die Linien Seeberg- 
Inselsberg und Warte -Wachsenbnrg unmittelbar gemessen w^en, so 
würde ausser den angeführten sechs Bedingungsgleicbungen , noch die 
folgende siebente vorhanden sein, 

ain [a!(»)i-tt!l*)t-0"UO} gjn tg(<)3-a»(«),-0"iM] _ X ™ 
»in [x[i)»-xHh-OMO] sin lx{%i^-±{^h~<i.iH] B 

wo 

ff BE Seite (Warte-Wachsenburg) 
B =: Seite (Seeberg-Inselsberg) 

AUnidl. d. K S. GaKlIicb. d. WiiwDKl). XIII. 6i 
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sind, QDd diese Bediogungegleiciiuiig hStt« sofort den übrigen sechs des 
Art. 91 biazugefligt, und eben so behandelt werden müssen. 



120. 

Bleiben wir bei der Annahme von zwei gemesseoen GruDdlinien 
stehen , da das Hinzukomnien von mehreren nur die Wiederholung de»- 
selben Verfahrens verlangt. Nachdem die Ausgleichungen auf den Sta- 
tionen ausgeführt worden sind, sind in die Bedingungsgleichung des 
vor. Art. nicht nur die Werlhe der Richtungen, die im Vorhergehenden 
mit y{r), bezeichnet worden sind , sondern auch die durch die Messun- 
gen gefnadennt Werthe der Grondtinien B und B zo substiiuiren. Diese 
Gleichung wird nun im Al^emeineo so wenig wie die übrigen Bedin- 
gn&gsgleichungea den Werth Null geben , sondern statt dessen einen an- 
deren , den ich den frflherei Bezeicfanangen analog F{B) nennen werde. 
Die Eiobeit von F{B) sei , wie oben bei den ähnlichen GrOssm, die sie- 
bukte Stelle des Briggiscken Lo^rithmus. 

Durch die ÜiSierentiation unserer Gleichung . nachdem sie anf die 
logarithmtscbe Form gebracht worden ist, erhalten wir 

*cotg [x{a)—x!b)]/{x(u)—x{b)]+ ' cotg [a<c)— 3;(d)](J [x{c)-~x{d)]+ ... 
— ^cotg[i(a')— a;(6')](J[a;(a')-x(6')]— ^cot«[x(c')— ^rf')M^«')-a'fd')l-•■■ 
und in dieser Form ist diese Gleichung als eine der Gleichungen (30) der 
allgemeinen Aufgabe zu betrachten, und dem^eeiBss eben so zu behan- 
deln wie im Vorhergehenden von den übrigen Bedügungsgleichungen 
gezeigt worden ist. Damit in den Verbesserun^u der Richtungen wie- 
der die Secttude , und in den Verbesseruagen äB und dB' der Grund- 
linien dieselbe Einheit, in welcher diese ausgedrückt sind zur Binheit 
weide , ist mit Rucksicht auf die schon festgesetzte Einheit von F(B), M 
dem Zehnmillionlaebea des Moduls der Briggischen Logarithmen, and 
r = 206265" zu setzen. Es wird daher 

log M m^ 6.6377S 

logr =s 5.3f443 

Die Coefficienten der Yerbesserangen der Richtai^eD werden also eben 

so berechnet wie oben m den Bediogungsgleichuagen zweiter Gattung. 
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Man wurde nun die AoflösuDg der vorliegeoden Aufgabe, blos mit 
dem Unterschiede, dass zu den Uobekannlen der vorhergehenden Auf- 
gabe, in welcher nur VJne Gnindhnie vorausgesetzt ist, die beidea 
neuen UobekanDten dB und dB' hinzugekommen sind^ nach den im Von- 
hergehenden abgeleiteten Erklörungen und Vorschriften rationel zu Ende 
fuhren können, wenn nicht noch eine Bedingung zu erfllüen wäre, die 
fio beschafien ist, dass sie, gegenwärtig wenigstens, gar nicht erfultt 
werden kann. 

Das Messen eines Winkels (oder einer Richtung) und das Messen 
einer Grundlinie sind zwei ganzlich von einander verschiedene Opera- 
tionen, die eine directe Vergleichung ihrer relativen Genauigkeit gar 
nicht zulassen, aber dennoch mus8 man, um die im vor. Art. erhaltene 
Gleichung in Verbindung mit den übrigen Bedingt) ngsgleichangen der 
Aufgabe weiter behandein zu können, ein Maass der relativen Genauig- 
keit zwischen Winkel- oder Richtungsmessungen und Grundlinienmes- 
suDgen kennen, indem in derselben sowohl die wahrscheinlichsten Ver- 
besserungen dieser wie die jener die Unbekannten sind. Man muss, mit 
anderen Worten, den Fehler der Grundlinienmessungen kennen, der 
dieselbe Wahrscheinlichkeil besitzt, wie der Fehler von einer Secunde 
in den Winkel- oder Ricbtungsmessungen, und hieraus die Gewichte be- 
stimmen, welche äB und dB beizulegen sind, wahrend die Gewichte der 
Winkel- oder Richtungsmessungen gleich Eins gesetzt werden. 

Von den mittleren Fehlern, womit die Messungen verschiedener 
Grundlinien behnflel sind, t!tssl sich im Voraus nur wenig sagen. Von 
zwei Grundlinien, die unter vOllig gleichen Umstanden gemessen sind, 
tSsst sich mit Gewissheit behaupten, dass der mittlere Fehler der lun- 
geren grösser sein muss, wie der der kürzeren, denn die Fehlerquellen 
wiederholen sich bei jener öfterer wie bei dieser, aber dass die minie- 
ren Fehler solcher Grundlinien ihren Langen proportional sein sollten, 
wie zuweilen behauptet worden ist, muss bestritten werden. Wenn an- 
genommen werden dtirfle, dass bei allen möglicheuFehlerquellen gleiche 
positive und negative Fehler gleiche Wahrscheinlichkeit hatten, so wtlrde 
man die mittleren Fehler mehrerer unter völlig gleichen Umstanden ge- 
messenen Grundlinien den Quadratwurzeln aus ihren Langen proportio- 
nal setzen können , aber diese Annahme ist auch nicht in aller Strenge 

54- 
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richtig, da es FehterquelIeD giebt, die stets in demselben Sioae wirken, 
z. B. die Fehler der Etatontrung der Messstangen. 

Um die Wahrscheinlichkeit irgend eines gegebeDco Fehlers in der 
Messung einer Grundlinie mit annehmbarer Annäherung bestimmen zu 
können , mUsste man diese Grundlinie zu vielen wiederholten Malen ge- 
messen haben , aber solche Wiederholungen dieser Messungen liegen 
gegenwärtig, wenigstens OBenllicb, gar nicht vor, und die Schwierig- 
keit derselben, so wie der Zeit- und Kostenaufwand, den sie erfordern, 
veranlassen die Annahme, dass sie so bald noch nicht in der im Allge- 
meineo erforderlichen Ausdehnung vorhanden sein werden*). Man kann 
daher auch nicht die zur rationellen Anwendung der Gleichungen des 
vor. Art. erforderliche Bestimmung der Gewichte der Messungen der 
Grundlinien in Bezug auf die der Winkel- oder Richtungsmessungen aus- 
führen , und muss daher vor der Hand von der strengen Benutzung der- 
selben absehen. 

122. 

Der Fehler in den Messungen der Grundlinien, die mit den besten 
Apparaten und der grössten Sorgfalt ausgeführt sind, dessen Wahr- 
scheinlichkeit der Wahrscheinlichkeit eines Fehlers von Einer Secunde 
in den Winkel- oder Richtungsmessungen gleichkommt, ist gewiss eio 
sehr kleiner Theil eines Meters , und bezeichnet man ihn für die ver- 
schiedenen Grundlinien mit -^ , -^, etc. Meter, so werden p,p', etc. 
grosse Zahlen sein. Dem Vorhergehenden zufolge müssen nun den Be- 
stimmungen der Grundlinien die Gewichte p"*, p'\ etc. beigelegt werden 
wenn man den Bestimmungen der Richtungen das Gewicht s 1 beil^. 
Aber im Laufe der Auflösung unserer Aufgabe treten diese Gewichte io 
die Nenner der Coefßcienten der Gleichungen ein , und es wird dadurch 
bewirkt, dass in den Endgleichungen die Goef&cienten der VerbesseruD- 
gen der Grundlinien mit weit kleineren GoefScienten behaftet sind , wie 
die der Richtungen oder Winkel. Die Verbesserungen der Grundlinien 
werden daher selbst sehr klein , und äussern eine geringe Rückwirkung 



*] Dem Vemehnien nach besitzt die Sternwarte Pulkowa , als Lehrmittel für 
die angehenden Geodäten , eine Probebasis nebst den dazu gehSrigen Hessapparalen. 
Es würde gewiss von Nutzen sein , wenn die damit gewonnenen Errahrungen vei^ 
Öffentlicht würden. 
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auf die der Richtungen oder Winkel, und kOnnea daher ohne erhebliche 
Fehler io den letzteren zu veranlassen , übergangen werden ; man kann, 
mathematisch zu reden, die Gewichte der Grundlinien in Bezug auf die 
der Winkel oder Richtungen unendlich gross setzen, wodurch die Ver- 
besserongen jener Nnll werden. Die Gieichang des Art. 119 nimmt 
hierauf die folgende Form an, 

^otg[<a) -x{b)]ä[x{a) -4A)]+^co(g[x(c) -x{d)]i[x{c)-xid)]+... 

und wird den Bediogungsgleichungen zweiter Gattung völlig ähnlich. 
Die Auflösung unserer Aufgabe besitzt nun die Eigenschaft, dass nicht 
nur den Bedingungen zwischen den Winkeln desselben vollständig Gnüge 
geleistet wird, sondern auch alle gemessenen Grundlinien genau darge- 
stellt werden. - 

123. 

Es wird nicht undienlich sein das Vorhergehende mit einigen Bei- 
spielen der einfachsten Art zu erlautem. Es soll zuerst das Dreiecksnetz 
aus einem einzigen Dreieck bestehen , in welchem alle drei Winkel und 
zwei Seiten gemessen worden sind. Ich nehme an , dass man erhalten 
habe 

a = 40* 0' O'OO 

f? SS 65 0.00 

jr sa 75 3.00 

a » 1000.000 ) „ 

} Meter 
6 = U09.978 I 

und dass die Seite a dem Winkel a, die Seite b dem Winkel ß gegen- 
über Hege. Bier finden zwei Bedingungsgleicbungen statt, nemlich, 
wenn der sphärische Ueberschuss übergangen wird, 
a ■+ ß + f — iSO" = 

Die Substitution der vorstehenden Werthe hierin giebt 
F'J) = +3"00 , F(//) = +41 
and durch die Di^rentiation erhält man, mit Weglassung der Aende- 
rungen von a und b. 
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Jo + d/K + 3"00 = 
H- 88.092*. — 9.8)8d(S + H — 
und hieraus entslehl die folgende Zusammenstellung 



[in 



r 


gtr.i] 


9(r,m 


a 


+1 


+{(.39961) 


11 


+1 


—{0.99202) 


r 


+1 






Setzt man nun das Gewicht der Wiokel s= I , so werden q{rj} ass f^rj), 
u. s. w. uod folglich 

iU) = 3 , (/,//) = +1ö.27i , (//,//) = 720.02 
woraus man 

(/) ^ +0"7979 . (//) = +;8.598Ü2} , W = 4.021 

und hiemit 

z{a) =» +1"79t 

tiß) ^ +0.408 

•z{y) s +0.798 

bekommt. Die wahrscheinlichsten Werthe der Winkel werden also 

« = 39» 89' 68''a06 

^ = 64 69 59.592 

y = 75 2.30a 

wahrend die Seiten oder Grundlinien unverändert bleiben. 

124. 
Es soll jetzt dasselbe Beispiel mit der Abänderung vorgeoommeD 
werden, dass für die relative Genauigkeit der Messungen der Winkel 
und der Grundlinien eine Hypothese aufgestellt wird. Indem ich an- 
nehme, dasg Eine Secunde Fehler in den Winkel messnngen dieselbe 
Wahrscheinlichkeit habe wie der Fehler von einem halben Millimeter in 
der Messung einer Grundlinie von Tausend Metern Länge, meine ich 
eine Bypothese aufgestellt zu halien, die wohl zuweilen mit dem wahren 
Sachverhalt übereinstimmen kann. ia»&e übrigens Jedem onbenoromen, 
dafür eine andere einzuRlhren, wenn grössere Erfahrungen im Messen 
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von Grundliniea dafUr sprechen sollleo. Da m^oe ADnahme hypothetisch 
ist, so soll sie fUr beide GrundliDi^i uDveraodert gelten. Die erste Zu- 

samraeDstellung wird jetzt 



r 


9(»-./) 


«(•■,"1 


a 

ß 

r 

a 
h 






+(1. 8996t) 
-(0.99äOS) 


—(3.03778) 
+(3.i8867) 



WO die a und b gegeDOl)ersteheQden Zahlen , dem Art. 1 SO gemäss , die 

Werthe von — und + -r- sind. Da der obigen Hypothese zufolge 

das Gewicht der Grundlinien =s (2000)^ gesetzt werden muss, wahrend 
das der Winkel = 1 ist, so ergiebt sich die folgende Zusamnienstellung 





' 


irj) 


it.m 






ß 

r 

a 
h 


+i 
+< 

+< 




+(1. 3996t) 
-(0.99S0S) 


— (7.0357S— )0) 
+{6.8866t— 10) 




iemH werden nae 


h UDd nach 




(/./) = 3 , (/,//) = +lB.S7t , [11,11) = 73 
(/) = +0'800( 
(11) = +(8.69390) 
W = 4.0(0 




= + 
= + 
= + 


r785 , 
O.ifS . 
0.800 . 


j(o) = -0"00 
z{b) = +0.00 


OOii 
0030 



a = 39" 59 58'ä15 , « = 1000"0000H 

/J = 6t 69 59.585, 6 = U09. 977970 

;. = 75 ä.SOO 

Diese -Werthe der Winkel sind keine volle Hundertstelsecunde von den 

vorher erhaltenen verschieden, und die Aenderungen der Grundlinien 

höchst nnbedeutend. Auch die Summe der Fehlerquadrate hat sich nn- 
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bedeutend verbleiaert , indem sie nur 0.011 kleiner geworden ist, wie 
bei der vorbergegaagenen Behandlung dieser Aufgabe. 

125. 
Um einen zusammeDgesetzteren Fall vorzufUbren nehme ich an, 
dass im Dreiecksnetze, welches die folgende Figur darstellt, die einge- 
schriebenen Winkel und Seiten gemessen seien, die ich so gewählt habe, 
dass nur drei Bediagungsgleichungen vorhanden sind. 













Die erhaltenen Werthe seien die folgenden, 


ce 


= 


M« 


0' O'OO 


ß 


= 


65 


0.00 


r 


= 


75 


3.00 


i 


= 


29 


i5 0.00 


e 


= 


66 


30 0.00 


C 


= 


Ui 


40 0.00 


e 


= 


31 


0.00 


a 


= 


(000 


"000 


b 


= 


U09 


.973 


d 


= 


(383 


.667 
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Die beiden ersten Bedtngungsgleichungen siod nun dieselben wie im 
vorhergehenden Beispiel, und die dritte wird 



sin y sin <f rId f 



.^ = 



D [i-¥t) sin 6 
Ferner wird 

F(/) =a +3"00 , F(//) = +41 , ¥{IU) =. -27 

— (1.39954)(ro + (0.75U2).»;' + (1.59267)W + (0.36283)de 

— (0.92244)(JC — {I.54458)(»Ö — 27 = 

and man bekommt, wenn die Seiten unverSnderlich angenommeD 
vrerden. 



r 


«('.') 


Jl'-.") 

+(1.39954) 


it'.n/l 


tt 


.+1 


— (1.3998*) 


II 


+1 


—(0.99202) 





y 


+( 





+(0.78U2) 


i 








+(•1.89267) 


t 








+(0.36283) 


! 








—(0.92241) 











-(1.84458) 



(/,/) = 3 



, ('.//) 


= +15.274 , (IUI) = — 


19.450 


{IUI) 


= 726.02 , {11,111) = - 


629.63 






(///,///) = 


3496.9 




(I) = 


+ 0'9045 






(II) = 


+(8.88837) 






(111) = 


+(8.66273) 






W = 


4.642 




<») = 


+r69i 


i((>) = +1"801 




«M = 


+0.146 


2(.) = +0.106 




»W = 


+1.164 


2(£) = —0.388 
i{e) = —1.612 





und die wahrscheinlichsteD Werthe 

» = 39" 59' 58'309 , J = 29"S4' 88"199 

/! = 64 59 69.865 , » = 66 29 59.894 

C = 75 1.836. C =111 40 0.386 

61 = 31 1.612 
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126. 

Nimmt man auch auf die Aeaderuogen der Seiten oder Grundlinieo 
dieses Beispiels Rücksicht , und nimmt das Gewicht derselben eben so 
an wie oben, so ergeben ."ich die folgenden ZusammeostellaDgen 



r 


gif.n 


«;'.''! , 


»{r.«/l 


ri'j] 


rinn 


fl'jr') 


„ 


+1 


+(1.:)996») 


-((..19951) 


+( 


+(1.39951) 


— (1.39S5t) 


1» 


+i 


(0.99202) 





+) 


— (0.99S02) 





r 


+1 





+[0.7»U2) 


+t 





+(0.78'I42) 


n 








+() .59267) 








+(1.59267) 


e 








+(0.36283) 








+(0.36283) 


f 








— (0.922i4) 








—(0.982*4) 


ö 








—H.bHM) 








— ((.54*58) 


a 





—(3 63778) 


+(3.63778) 





-(7.(T3572) 


+(7.0307«) 


b 





+p.*S867) 








+(6.88651) 





d 








-(3.50630) 








—(6.90*84) 



(/,/) = 3 , (/,//) = +(6.874 , (/,///) = — (9.450 
(//,;/)= 733.(( . (//,///) = —634.35 
(///,/H) = 3S04.2 
(/) = +0'9068 
{II) = +(8.88453) 
(///) = +(8.6607() 
W = 4.626 



z'a) = +("68( , t{i) = 
z(ß) = +0.(54 , i{f) = 
ziy) = +(.(65 , l(fl = 



+ (■792 , 2(a) 

+0.(06 , r(6) ; 

—0.383 , 2(J) : 
—(.604 



— O^OOOOSJS 
+0. 00005» O 
— 0.00003S'7' 



und die wahrscheiDticbsten Werthe 

tt = 39«69'58"3(9 . 
/» = 64 89 59.846 , 
;- = 75 (.836 , 



* = 29' 44' 58"208 
t = 66 29 59.894 
l = ((( 40 0.383 
0=3*0 (.604 

a = (000'"0000335 

b = (409.97794(0 

d = (353.5670367 
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Diese Wertbe der Wiokel sind von denen des vor. Ait. httchstens 0"01 
verschieden , und die Verbesserungen der Seiten oder Grundlinien ^nd 
wieder sehr klein. Auch die Summe der Fehlerquadrate ist durch die 
Zuziehung der Aenderungen der Grandliaien nur 0.016 kleiner ge- 
worden. 

127. 

Das Messen von mehr wie Einer GruDdlinie in einem Dreiecksnelze 
tragt wesentlich zur genaueren Beslimmung der einzelnen Stucke des- 
selben bei . und darf daher nie lo dnem Nelze von bedeutender Aus- 
dehnung unterlassen werden. In der Ausgleichung des Dreiecksoetzes 
spricht sich diese grössere Genauigkeit dadurch aus, dass die Gewichte 
der Unbekannten grösser werden, und die Vergrösserung dieser kann in 
einzelnen Fallen bedeutend werden. Um hievon ein Beispiel zti geben, 
will ich annehmen, dass in dem Dreiecksnetze, welches im Vorher- . 
gehenden zum Hauptbeispiel gedient hat, und im Art. 91 abgebildet ist, 
die beiden Seiten ('t)(3) und (2)(i) direct gemessen worden seien. Aus- 
ser den bisherigen sechs Bedingungggleichungen erhalten wir jetzt eine 
siebente, und diese ist die im Art. f 03 erhaltene Relation zwischen den 
beiden eben genannten Seiten , die aber jetzt wie folgt gestellt werden 
muss, 

aln [a!(3)i-a:itii-(>"H01 aia [x:3]3-xit]a-i"iM] |a)(t) „ 

sin (a:(1!i-j;ti2-0'M(0)8in [x{%J4-x[IU-ii"HV (V.'.S] ^ 

Um diese Sache möglichst kurz behandeln zu können will ich anneh- 
men, dass die lUr diese beiden Seiten oder Grundlinien erhaltenen 
Wertbe dieselben seien die a. a. 0. erhalten wurden, woraus die Folge 
Ist, dass die oben (br die Winkel dieses Dreiecksnetzes erhaltenen, 
wahrscheinlichsten Werthe sowohl wie die Summe der Übrig bleibenden 
Fehlerquadrate dieselben bleiben müssen. 

128. 
Das Differential der eben aufgesleliten neuen Bedingungsgleichung 
ist nun 

+ 1.0627Ar(i)i— 1.0627^43),— 20.596rtic(l)a-|-20,596Jir(4)5 
-iÖ.454 tfa-[2;b-H45.i54(iir{3)s+24.79i()j:(1),— 24.79i(J<2),-^21.1=0 
indem die Substitution der Wertbe der tj{i\ des Art. 89 in diese Bedin- 
gungsgleichung 
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F{YII) s= —21.1 
giebt. Die Tafeln der Artt. 93 u. 94 bekommen jetzt in Bezug auf die 
neu eiogefllhrte Bedingungsgleichung die folgendeD Zusätze, 



r 
1 

3 
t 

a 
b 


\ 


logjIr.VHl, 


lognlr.rai. 


108 Qir.rm, 


log/lr.n/). \ 




0.02641» 
0.02641 


0.02641» 
9.98536 
0.14832 
9.01038 


8.68071» 
8.88316 
7.64416 
7.80770 


7.38719» 

8.64988» 

8.92007 

7.88060 

7.80770 




i 
3 
i 


2 


1.31378» 
1.31378 


1.31378» 
1.31378 


9.92461» 
9.90906 


9.92461» 
9.33596» 
9.21035 
9.90906 




i 
3 


3 


1.6576711 
1.65767 


1.66767» 
1.66757 


0.21672» 
0.53379 


0.21572» 
0.53379 




i 

3 


l 


1.39436 
1.39436» 


1.39436 
1.39436» 


0.34363 
0.21235» 


0.34363 
0.21235» 




i 
3 


5 


— 


z 





= 1 





und hieraus ergeben sich die folgenden Wertbe der CoefScientev 
Eudgleichungen, die denen des Art. 96 hinzuzufügen sind, 

(/,V/;) = +1.2603 , (Y.m) = +0.4577 

(n.yii) = —1.6467 , (Yi.vn) = +2.8900 

{III.VII) = +1.0886, (VIIJII) = 359.35 
(/V.Vfl) = —0.1398 
Die Ergänzung der Auflösung der Endgleichungen giebt nun 
(7), = —(0.47740) , (7), = — (0.06ii4) 
(7)i = +(0.59234) , (7), = —(9.97330) 
(7), = -(0.24687) , (7). = —(1.83334) 
(W/,W/,6) = (2.19962), R, — B, = 0.000001 = O 
(Vi/) = +0.00024 = 
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die sich den, auf ähnliche Weise bezeichoeteD Grössen des Art. 95 an- 
schliessen. Aus diesen Werthen von (VII) und Ät — Äs, welche = 
zii erachten sind, zeigt sich die obige Behauptung bestätigt, dass sowohl 
die Werlhe der Unbekannten, wie die Summe der Fehlerquadrate un- 
verändert bleiben. 

129. 

Im Art. 103 fanden wir das Gewicht der Seite Warte -Wachsen- 
bui^, tWer (2)(4). in sofern dieselbe aus der Seite Seeberg- Inselsberg, 
oder C1)(3), bestimmt wird, ^ 3i1.2, es folgt aber aus dem Art. 5?, 
dass dieses Gewicht jetzt unendlich gross gefunden werden muss. Um 
zu zeigen , dass die Rechnung es jetzt in der That so giebt , ist zu be- 
merken, dass dem im Art. 1 03 erhaltenen Werthe von S der Werth des 
GliedeB 

(YU.VU) 

hinzugefügt werden muss , und die Rechnung weiter keine Aendemog 
erleidet. Nun findet man aber leicht aus den vorhergehenden Zahlen- 
angaben 

[VIIM) = -I-1.Ö4558, (W/,M,6) ^ +0.68116 
hieraus 

L™^ = 0.0089301 

und wenn man diesen Werth dem a. a. 0. für S erhaltenen hinzufügt 

S sr 0.0066477 = R 
folglich 

wie es sein muss. 

130. 

Um an einem Beispiel zu zeigen wie gross die VergrOsserung des 
Gewichts unter Umstünden werden kann, soll das Gewicht der Seite 
Seeberg- Warte, oder(1)(2), in Bezug auf die Seite Seeberg - Inselsberg, 
oder (1)(3), berechnet werden. Der Ausdruck ist, mit Wegtassung der 
sphärischen Ueberschüsse, die hier nicht in Betracht kommen , da die 
genaue Berechnung der Seite selbst Dir unsern Zweck ubernussig ist, 

(Ii\l9\ _ sin [a^(%-a=(<)3l alD [a:l*ls-J^Hlti ,.wo^ 
V^JW — sin |3i(l)3— 3>H)t] sin \ai[S\i-x{%)^ ^ A ' 
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Da hieraus mit aasreichender Genauigkeit 

log (1)(2) = 1.09301 
folgt, so giebt die DiffereotialiOD 
Jl = const. + O^OagaHiKä), — ()),] + O"! 37781 *[(ä)i - (_1 )J 
— 0.07977*i)((3), - (1),] - 0.007235<I({3)s - (a)J 
folglicli 

[M.t], = +0.079974 , (If.ä), = +0.089241 
{M.3}, = —0.079974 , (Jlf.tjs = —0.13778) 
(Jf,4), s= —(8.20316) , (if,ä). = +0.(45016 
(M.\)t = —0.29241 . (Jf,3)., = -0.007238 
R = 0.0038990 
{IM) = -0.001507 

{//.«) =—0.005319, (1I.M,\) 0.00558a 

{tllM) = +0.014220. (/H,Jf,2) = +0.0H89S 
(/V.M) = +0.003884 . (;V.JIf,3) = +0.007640 
(K.Af) ='+0.000564. (F,Af,4) =+0.002903 
(V/.Jf) = —0.004330 , (W.Jf.S) = -0.00879» 
S = 0.0025438 
P = 738.0 
Dieses ist das Gewiclit der Seite Seeberg -Warte, wenn man a*» rtitJOVA^ 
dass nur die Grundlinie Seeberg - Insetsberg vorhanden ist, ninaxirit luaa 
liingegen an, dass aucli die Grundlinie Warte -Wachsenburg g^«*"^*^®"* 
worden ist, so kommen zu den vorstehenden Grossen noch 

[Vn.M) = —0.12806. (VW,M.6) = +0.41956 
hinzu, und es werden 

S = 0.0036664 
P = 4106 
also das Gewicht beinahe sechs Mal grosser. 

Im Allgemeinen verhHlt sich diese Sache so. Denkt man si^" 
aus einer grossen Anzahl VOD Dreiecken bestehendes Netz und ni"' 
gemessene Grundlinie, so werden, unter sonst gleichen üntiS* 
den, die Dreiecksseiten, die in der Nahe der Grundlinie liej^ei» • 
grössten Gewichte bekommen, je weiter aber eine Dreiecksseite \of* 
Grundlinie entfernt ist. desto kleiner wird ihr Gewicht ausfallen. ^ 
man sich nun vor, dass möglichst weit von jener entfernt eine zV^ 
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GrandMnie gemessen werde , so werden zwar die Gewichte aller 
Drnecksseilen vergrössert werden, aber die bedeutendste VergrOsseraog 
der Gewichte wird die Dreiecksseiten treffen, die in der Nahe der zwei- 
ten Grundlinie liegen, und vorher die kleinsten Gewichte bekamen; 
eben so verbttU es sich wenn mehr wie zwei Grundlinien gemessen 
worden sind. 

134. 

Mit dem Vorhergehenden steht der Fall in der engsten Beziehung, 
dass man ein auszugleichendes Dreiecksnelz an ein benachbartes, schon 
ausgeglichenes, anschliessen will. Man kann nemlich immer zwischen 
der Anschlussseile des benachbarten Netzes und der nSchsten Grund- 
linie des auszugleichenden eine Bedingungsgleichung von derselben 
Form, wie die des Art. 119, aufstellen, in welcher im letzten Gliede 
statt der einen Grundlinie die Anscblusslinie eintritt. Diese Bedingungs- 
gleichung ist den übrigen, die das auszugleichende Dreiecksnetz dar- 
bietet, hinzuzufügen, und eben so wie diese zu behandeln. Da die An- 
schiussseite genau dargestellt werden muss , so ist im Differential dieser 
Bedin(;uag8gleichung das Dilferenlial der Anscbtussseite gleich Null zu 



432. 

Die vorstehenden Betrachtungen führen uns auf einen Fall hin, der 
einer gleichen Behendlong unterworfen werden kann. 

Wenn das auszugleichende Dreiecksoetz sehr gross ist, so kann es 
sieb ereigiten, dass die Zahl der Bedingungsgieich angen so gros« wird, 
dass eine völlig rationelle Berechnung derselben nach dem im Vorher- 
gebenden entwickelten Veriiahren ihres grossen Umfenges wegen prak- 
tisch Qnausftthrbar wird . and an die Grenze des Unmöglichen streift. 
In diesem Falte kann man das ganze Netz in so viele Abtheilungen ihei- 
len , dass fUr jede derselben die Ausgleichung gewiss praktisch ausführ- 
bar wird. Die erste Abtheilung wird nun ohne Abänderung so ausge- 
gticben, wie im Vorbeigehenden erklart ist, fUr alle Ubrii^en Abtheilungen 
ßlhre man aber die oben erklärte Bedingungsgleichung ein, wodurch be- 
wirkt wird, dass die AnseMossseile denselben Werth bekommt, wie in 
der vorhergehenden Ablheitung, un<l da man annehmen moss, dass in 
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einem 60 grossen DreJeck&petze mehrere Grundlinieo gemessen worden 
seien, so wird die Bedinguagsgleichung zwisctien der Anschlassseite 
und eioer in den vorhergehenden Abtheilungen noch nicht benutzten 
Grundlinie aufzustellen sein. 

Durch dieses Verfahren wird oud zwar nicht in aller Strenge die 
Summe der mit ihren Gewichten mulliplicirten Fehleiquadrate zu einem 
Minimum gemacht, aber der sich für diese Summe ergebende Werth 
wird sehr wenig grösser sein, wie das Minimum. 

Es liegt hier der Satz zu Grunde, der so häuBg in der angewandten 
Mathematik benutzt wird, nemlich in den Fällen, wo sich der strengen 
Behandlung einer Aufgabe imlibersteigliche Hindernisse entgegen stellen, 
eine genäherte Auflösung Platz greifen zu lassen. 

Uebrigens werden bei dem hier erklarten Verfahren alle vorhan- 
denen trigonometrischen Bedingungsgleichungen vollständig erfilllt, und 
man kann daher das mit den obigen Modificationen ausgeglichene Drei- 
ecksnetz fernerhin eben so wiejedesandere, völh'g strenge ausgeglichene, 
benutzen. 

§. 6, B«apitalati«B itr tar ABHgleiekaiig ciies DrdeduMtus 
crftrderliebn VtnduifteB ud Ftmela. 

133. 

Es sind zwar im Vorhergehenden alle Vorschriften und Formeln 
zum aDgefUhi-len Zwecke ausRthrlich abgeleitet und erklärt worden , al- 
, lein es ist nicht zu vermeiden gewesen , dass sie abgesondert von ein- 
ander an verschiedenen Stellen sich befinden , da die Erklärungen und 
Beweise zwischen denselben eingeschaltet werden mussten. Es scheint 
daher von Nutzen zu sein , diese Vorschriften and Formeln hier neben 
einander gestellt nochmals anzuftthren. Der grösseren Einfachheit wegen, 
und weil es am häußgsten so angenommen werden darf, werde ich hier 
annehmen, dass auf jeder Station allen Einstellungen oder Beobachtungen 
dasselbe Gewicht, welches = 1 zu setzen ist, beigelegt werden darf, 
aber den Fall nicht ausschliessen , dass auf verschiedenen Stationen den 
einzelnen Beobachtungen ein anderes Gewicht beigelegt werden muss. 
Sollte auf einer und derselben Station der Fall eintreten, dass verschie- 
denen Beobachtungen verschiedene Gewichte beigelegt werden mUssten, 
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so bietet diese AbhandluDg io ihrem vorhergegangeoen Inhalt das Ver- 
fohren dar, welches anzuweadea ist. 



Allgemeine Vorbereitung der Beobachtungen. 

Die einzufllhrenden Bezeichnungen sollen im Allgemeinen dieselben 
sein, die im Vorhergehenden bei der Berechnung des Beispiels anue- 
wandt worden sind. Es sollen also, um das wiederholte Hinschreiben 
oft langer Namen zu vermeiden, oder der Unbestimmtheit vorzubeugen, , 
die durch eine Abkürzung dieser Namen entstehen könnte, sowohl die 
Stationen, wie die auf jeder dieser beobachleten Richtungen mit in 
Klammem eingeschlossenen arabischen Zahlen bezeichnet werden; 
letztere sollen auf jeder Station mit der Eins anfangen, und es sollen 
denselben, wo eine Unterscheidung nolhwendig wird, rechts unten als 
Index die Stationsnummem in kleinerer Schrift angehängt werden. Bei 
ausgedehnten Triangalationen kann man sich ein fUr alle Mal ein Ver- 
zeichniss anlegen, welches neben den Namen aller Dreieckspunkte, und 
den auf jeder derselben beobachteten Richtungen, die Stations- und 
Ricbtungsnommem enthalt, wodurch jedem Irrthum vorgebeugt wird. 
Man kann auch diese Nummern in die Karte des Dreiecksnetzes ein- 
tragen. 

Es sollen nun namentlich, wenn r die Richtungs- und s die Slations- 
nummern bezeichnen, gleichwie im obigen Beispiel, 

(r)^ der vorläufig angenommene Werth ii^end einer Richtung, 

w{r], die durch die Ausgleichung auf der Station erhaltene Verbes- 
serang von (r)^, und 

y{r\ das Resultat dieser Ausgleichung 
bedeuten, so dass 

y(r). =* W. + "-W. 

wird. Im ganzen ersten Xheile der Auflösung kann mau die Stalions- 
nominer weglassen, und sich begnügen (r), w[r), y(r) zu schreiben, wenn 
nur die Stationsnummer ein für alle Mal angegeben wird. 

135. 
Nachdem auf irgend einer Station die Messungen (oder die Beob- 
achtungen der Richtungen) vollendet sind, kann man in Bezug auf diese 
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schon den ersten Tbeil der Auftösnng unserer Au^abe, Demlich die 
Ausgleichung auf dieser Station , ausfllhren, ohne dass man die VoUes- 
dung der Messungen auf den andern Stationea abzuwarten braucht. 

Da die Beobachtungen selbst, von Gynis zu Gyrus. immer so aus- 
geführt werdea müssen, dass verscfaiedene Punkte des Kreises des 
Theodoliten in Anspruch genommen werden, so besteht die erste Arbeit 
darin , dass man zu den Originalbeobachtungen eines jeden Gyrus eine 
solche constante Zahl addirt, dass die Richtungen nach jedem Gegen- 
stände, der eingeschnitten worden ist, einander nahe gleich werden ; es 
ist zweckmässig diese Constanten ausserdem so zu wählen , dass die 
Richtungen nahe die Azimuthe der Gegenstände darstellen. Die Azi- 
muthe muss man immer vom Sudpunkl des Horizonts nach Westen durch 
den ganzen Umkreis zahlen. 

Man theile nun alle beobachteten Gyn je nach den in denselben 
eingeschnittenen Richtungen derart in Gruppen , dass in jeder die- 
ser dieselben Richtungen ohne Lücken enthalten sind. Die Beobach- 
tungen einer jeden Richtung jeder Gruppe für sich addire man , nehme 
hierauf eine dem Mittel dieser Summe beiläufig entsprechende Zahl als 
vorläufigen Werth der Richtung an, und ziehe das entsprechende Viel- 
fache derselben von der Summe der Richtungen ab. Die erhaltenen 
Unterschiede stelle man für die verschiedenen Gruppen von Gyris tabu- 
larisch so zusammen , dass jede Columne die Resultate Einer Gruppe 
enthalt, und die Beobachtungen jeder Richtung, neben dem vorläufig 
angenommenen Werthe dieser letzteren, eine Zeile bilden. 

Unter der Bezeichnung p, p, , p^ , etc. stelle man jeder Columne 
die Zahl der Gyn , aus welcher die in derselben enthaltenen Summen 
bestehen, voran, die nachher die denselben beizulegenden Gewichte 
sind; auch füge man die arithmetischen Mittel aus den Zahlen jeder 
Columne hinzu. 

Seien o, i/, o", etc. die Summen der «inzelnen Beobachtungen der 
Richtmigen der erst in Betracht gezogenen Gruppe von Gyris; » , o/, ö/_ 
etc., o,, aj, a^. etc. «tc. die Summen der weiter in Betracht zu ri^Mwdaa 
Gruppen, 

o — p . {\) ■^ 8 , — p . (2) ss: «' , a — p . (3) s= s' , etc. 
0, — p, . (4) = f , a\ — p, . (2) SS «'_, o°_ — p_ . (3) = $\, etc. 

", — P. • (^) = *,' o'» — P„ - (2) *= «'.' o„ — P„ ■ (*} ** »"„■ e'c- 
etc. etc. 
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S ^ » + s' + «" -I- . . . 
S = 8, + $\ + /,+ ... 
S, = «^ -♦- 8, -♦- «"^ + . . . 

etc. 



M' = 



M" ^ ■ 



etc. 



wenn m, tn,, m^, etc. die Zahl der Riebtungen bezeicboen, die in jeder 
Gruppe eingeschnitteD worden sind , dann wird die Tafel den folgenden 
Inhalt bekommen, 



' 


Vorl. Wwthe. 


Aaxabl d. Beob. u. die Summen dieser. 1 






P 


P, 


p- 


etc. 


eie. 


etc. 


(1) 




« 


8 


». 


etc. 






(i) 




S 


S, 


.; 


etc. 






m 




8 


«, 


«„ 


etc. 






etc. 




elc. 


etc. 


elc. 


etc. 










S 


S 


S 


etc. 










M 


Jtf, 


«. 


etc. 







WO aber in den verschiedenen Columnen die Stellen derjenigen Summen 
leer bleiben werden , die den Richtungen angehören , die in der betr. 
Gruppe von Gyris nicht eingeschnitten worden sind. Beispiele dieser 
Tafel findet man in dem Art. 84 u. d. f 

Die Summirangen, die hier verlangt werden, müssen soi^ltig 
aasgeführt werden, aber in Folge der vorangegangenen Vorbereitungen 
sind sie einfach, da man bei jeder Richtung nur auf die Secunden und 
deren Bruchtheile Rücksicht zu nehmen braucht, und am häufigsten auch 
die Zehneraecunden entweder gar nicht, oder höchstens ihre Unter- 
schiede zu beachten nothig hat. Bei der Bestimmung der vorlaufigen 
Werthe der Richtungen ist nur darauf zu sehen, dass sie ohngefäbr dem 
Mittel der eben genanoten Summen entsprechen. 

Den im Vorhergehenden enthaltenen Entwickelungen und Erklä- 
rungen zufolge sind nun 
pl a= « — AT , pV = $' — jtf , pl" SS »' — M , etc. 

pA = ', — ^,' p}'. =* *', — ^, • p}\ ^ *", ~ ^, ' ^^• 

pl^ s= 8^ ~ M^, pi\ =» a\ — Af , p}\ ^ s\ — Jf , etc. 
etc. elc. 
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Diese Unterschiede trage man in eine zweite Tafel ein, die auf ent- 
gegengesetzte Weise anzuordnen ist wie die erste, nemlich so, dass jede 
beobachtete Richtung ihre Columne bekommt, und die Resultate einer 
jeden Gruppe von Gyris eine Zeile bilden. Jeder Gruppe lUge man die 
schon oben erklarten Gewichte, nebst den P und den Quotienten -^ bei, 
und in ihrem unteren Theile setze man die (Ix) und die Q an. Auch 
versehe man jede Gruppe von Gyris mit seiner laufenden Nummer. Der 
Inhalt dieser Tafel ist also der folgende. 



Nr. 


(1) 


i>) 


m 


elc. 








1 


P' 


pf 


f( 


etc. 


P 


P 


p':P 


5! 


P}. 


Pf\ 


Pf. 


etc. 


P. 


P 


pV, 


3 


Pl 


P/. 


pL 


etc. 


P, 


J> 


f:P^ 


elc. 


elc. 


etc. 


etc. 


elc. 


etc. 


etc. 


etc. 




(fc) 


(fc') 


(Ix) 


etc. 










Q 


(t 


0* 


etc. 









in welcher , wie in der ersten Tafel , diö entsprechenden Stellen leer 
bleiben werden. Auch von dieser Tafel findet man in dem Art. 84 u. 
d. f. Beispiele. 

Dem Vorhergehenden zufolge ist nun 

{k) = pl + pl -i-pX + . . . 

(ir') = pl' ■+. pi; + pV + . . . 

{lx°) = pl" + p}' -I- pl' + . . . 
etc. 
zwischen welchen die Bedingangsgleichuog 

(k) + (i,/) + (ir-) + . . . = 
sialtfiadet. Die P, P, etc. bestehen aus dem Produkt des betreffenden 
p in die Anzahl der iu derselben Zeile vorkommenden beobachteten Rich- 
tungen, und die Q, Q\ etc. sind die Summen der p, ftir welche in der 
betreffenden Columne beobachtete Richtungen vorhanden sind. Zur Con- 
trole kann hier die Bedingungsgleichung 

P + i», + i», + etc. = -I- C -1- 0" + etc. 
benatzt werden. 
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136. 
Es siad hierauf die folgendeo Coefficienteo zu berechnen, 
(pp) 3= der Summe der Quotieotea ~ aller deijeDigen Gruppen von 
Gyris, in welchen die Richtung (1 ) eingeschnitten worden ist, 
[pp') = der Summe der Quotienten —- derjenigen Gruppen, in wel- 
chen die Richtungen (1) und (2) beide eingescbnitteD worden 
sind, 
(pp") ES der Summe o. s. w. Richtungen (1) und (3) beide u. s. w. 



[pp") ^ der Summe u. s. w. Richtong (2) u. s. w. 

{p'p") = der Summe u. s. w. Richtungen (2) und (3) beide n. s. vi. 



{p"p") ^ der Summe u. b. w. Richtung (3) u. s. w. 
etc. 
bis alle auf der Station eingeschnidenen Richtungen erschöpft sind. Zur 
Controle dieser Rechnung dienen die Gleichungen 

iPP) +{PP) +iPP') +...=« ö 
iPP') + iPP) + ip'pl + ... = Q' 

ipp) + ip'p") + ipY) + ... = <?" 

eic -Btc. 

Die aUgemeinen Vorbereitungen der Beobachtungen , welche beiden im 
Vorliergehenden entwickelten Verfahrnngsarten gemeinschafth'ch sind, 
können hiemit als beendigt betrachtet werden , und es muss nun jedes 
Verfahren besonders vorgenonomen werden. 

1 37. 

Erstes Verfahren. 

i) Erster Theil der Auflösung, oder die Ausgleichung auf den Stationen, 

a) Wenn auf der Station in jedem Gyrus alle Richtungen eingeschnitten 

worden sind. 

Die allgemeinen, im Vorhergehenden erklärten, Voribereitungen 

&UeD bis auf die erste derselben weg, die sich darauf beechrSlnkl , das» 

man zu den Originalbeobachtungen eines jeden Gyms eine solche con- 
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Staate Zahl addirt, wodurch die Beobachtungen einer jeden Richtung 
nahe einander gleich werden, und nahe die Azimuthe darstellen. Man 
nehme hierauf aus den Beobachtungen einer jeden RichluDg das aritb- 
metiscbe Mittel ; diese Mittel sind ohne Weiteres die mit y(r) zu bezeich- 
nenden Resultate der Ausgleichung auf solchen Stationen. Nennt man 
ferner die Anzahl der einzelnen Gyn p, so ist das Gewicht 
p ^ (1.1) ^ (2.2,1) » (3.3.2) « etc. 
welche Grössen im zweiten Tbeile der Auflösung gebrancht werden. 
Es wird hier überdies 

(/U) — 

Wenn auf einer Station nur zwei Richtungen eingeschnitten worden 

sind . so tritt immer der gegenwartige Fall ein , der daher im Folgenden 

nicht betrachtet zu werden braucht. 

^ Wenn auf der Station nicht in jedem , oder in keinem . Gyrus alle 

Richtungen eingeschnitten worden sind, so sind vor Allem alle, io 

den Arlt. 134 — 136 erklarten, Vorbereitungen auszußlhren, und 

darauf die folgenden Berechnungen vorzunehmen. 

a) Wenn auf der Station drei Richtungen eingeschnitten worden 
sind, 



rechne man 



N = . 



- VippJpplip'Pl 
N' SB ^^ . N" 



IS^ 



(1.1) ^ Q +N' -ipp) 

(2.2.1) = Q'+N'-» -ip'p') 

(3.3.2) = 0" = iV"* - ip-p") 
zu deren Gontrole man auch 

(1,1) = N^N 

(2.2.1) «= N'^N 

(3.3.2) = N"£N 

rechnen kann, wo ^N = N + N" -t- N'" ist. Hierauf werden 
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ZQ deren Controle 

JV . «(1) + N' . «p(2) + N" . tt{3) ^ 
dient. Die Grösse (It) wird am dienlichsten Dach dem folgenden Aus- 
druck berechnet, 

tm — w-Ki'''i'+(pn'+- 



»X]'+^pJ.')'■*■{pX")'^ 



■+■ etc. 
dessen Anordnung seinen Gnind in dem Inhalt der im Art. 1 35 erklär- 
ten zweiten Tafel findet. Endlich wird 

{H.3) =={«) — (te) . w(1) - [ix) . «.(2) — (ir") . «(3) 

— W (4,4) («,1,4) |1,»,») 

Ausser den y(1), y{i), y{3) werden auch die Coefficienten 

(1,1), (2,2,1) . (3,3,2) 
im zweiten Theile der Auflösung gebraucht werden 

b) Wenn auf der Station vier Richtungen eingeschnitten woi^ 
den sind. 
Die drei Grössen JV, iV', N" werden wie unter a) berechnet, und 
ausserdem 

N 

Hierauf 



(),i) = + JV' 


-(yp), (2,2,1) = Q' + tr'-(pp) 




(2,i,i) = flT'ir - ipp'") 


(1,0 - (b) 


. (ä.(,1) = [U] 


(3,3,ä) = O'+JV"" 


-(p-p-) , {t.4,f) = 0- + *"' - ip'p') 


(3,4,8) = JV"JV" - 


IpYI . 


(3,i,S) = {Ix) 


, (4,1,1) = m 


Zar Controle dienen hier 




(i.<) 


= NSN 


(S.2,i) 


+ (2,4,1) = y'SN 




(3,8,2) + (3,4,2) = JTiW 


(ä.*.i) 


+ (3,4,2) + (4,4,1) = fl"SN 
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[««0 


wo iW = 


n + y + li" + N" ist. («) wird wie anler «) 


berecfaiel. 


Feraer 


.(«,<) = («) + ((.W 
»" — (1,1,11 • ' 11,1,1) 

(4.4.2) = (4,4,1) + [8,4,()/ 
(4,i,S) = (t,U) +{W)r 

(H,8) = (H,1) +(W1)/ 

,. (.,.,1) .. ,., H,!,!) 
' (8,8,1) ' * (1,8.1) 

(4.4.3) = (4,t.S) + (3.4,%" 
{4,;,3) = (4.1,2) +(3,i,2),- 

(tf,3) = («,2) +(3,i,2)r 

(*,',!) 
' "" l»,',8) 

(«,4) = (H.3) + (4,1,3) i" 





worauf 

- w{%) SS / + z'T 

- «»(3) — x" + z'V"' 

- w{i) = f 

werden. Zur Controle dieot hier 

N . w{\) + JV' . w{2) + JV" . «.(3) + ^"' . fp(i) = 
Im zweiten Theile der Auflösung werden ausser den y{\). etc. nnr 

(1,1). (3,2,<), (3,3,2), (4,4,3), /T', y'" 
gebraucht. 

c) Wenn auf der Station fünf Richtungen eingeschnitten wor- 
den sind. 
Die drei Grössen N. N', PT werden wieder wie unter a) berechnet, 
ausserdem 

1«™ (pp'") «'*■ ipp") 

jy . i' — jy 

und hierauf 
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(1.)) = Q + m- {„) , (2,2,i) = 0' + JV' - (py) 

(ä,4,1) = N'N- - (pp'-} 
(2,5,1) = N'N' - ipp") 

(3,a,2) = 0" + N-' - (f-p-) . (4,4,1) = ff" + 1-' - {p-p-} 

(3,4,2) = ^■"^•" - (pV) , (4,6,1) = N-N' - {p"p') 

(3,5,2) = ITN" - (p>") , (4,i,1) = (te™) 

(3.',ä) = (fc") 

(5,5,1) = ff- + JV"! _ (p'p'^ 

(5,i,1) = (fa") 
zu deren Controle die Gleichuogea 

(1,1) = NSN 

(2.2,1) + (2,4,1) + (2,5,1) = lf£If 

(3,3,2) + (3,4,2) + (3.5,2) = JT^W 

(2,4,1) + (3,4,2) + (4,4,1) + (4,5,1) = ff'^N 

(2,5,1) + (3,5,2) + (4,5,1) + (6,5,1) = JV,aV 
dienen , wo iW ^ N + N' + N" + N'" + N"' ist. (U) wird immer 
wie unter o) berechnet. Femer werden 






l',t 



(H,1) = (tf)H-(1,y 

l',','l •• H,«,') ■ _ 

• (s,),<) • " — (a,i,t) ' * — 

(4,4,2) = (4,4,1) + (2,4,1)/ 

(4,6,2) = (4,6,1) + (2,6,1)/ 

(4,1,2) = (4,1,1) +(2,1.1)/ 

(5.5,2) = (5,5,1) + (2,6,1)»" 

(5.1. 2) = (5,i,1) +{2,i,1)»" 
(H,2) = («.1) + (iM)t" 

, (1,1,11 .», _ [i,»,ii 
(•,1,>1 ' f.'M • ' 

(4.4.3) = (4,4,2) + (3,4,2)/' 
(4,5,8) = (4,6,2) + (3,5,2)/' 
(4,i,a) = (4,t,ä) +(3,1,2)/' 
(5,6,3) = (6,5,2) + (3,5,2)<»"' 
(5,i,3) = (5,i,2) + (3,1,2) r 
(«,3) = («,2) + (3,1,2)/' 
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*• = - 




»' = 


(*.*.») 


(B.5,t) 


= (5,5,3 


+ (4,5,3)»'' 


(5,U) 


= («,«) 


+ (*. 


A)S" 


('») 


= (lU) 


+ {W)x 




/ = - 


(5,1.*) 
(S.S.*) 




(«.5) 


= («.») 


+ (5,i 


%' 


/- = ," 


• ^l" 


r 


+ !'$' 






»'" 


+ »v 


man 








- »(1) = 


= z' 






- "(«) = 


= x" 


+ xy 


+ x(r 


- «.(3) = 


l" 


+ xY 


+ «>" 


- »W = 


= 


t 


+ /*• 


- »(S) = 


= 




«' 



[«R 



bekommt, und die Gleichung 

^ . tt(1) + N' . w(2) + N" . i»(3) + N'" . wH) + N" w(5) « 
zur CoDtrole dient. Ausser den ^(1), etc. werden noch die Goefßcienten 

{i,i), (2,2,1), (3.3,2). (4.4,3), (5,5,4) 

ß" , f , ß" . r" . *"■ 

in dem zweiten Theile der Auflösung gebraucht. 

AoB dem Vorhergehenden lasst sich schon vollkommen erkenneo. 
wie verfahren werden muBS , wenn auf der Station mehr wie Alnf Rich- 
tungen eingeschnitten worden sind. Zur deutlicheren Uebersicht will 
ich jedoch noch die Ausdrücke fUr die ß, f, etc., die hinzukommen , fiir 
zwei Falle anfuhren. 

(^ Wenn aof der Staticu sechs Richlungen eingeschnitten worden 
sind, 
so kommen zu den vorheigehenden Ihnlichen Aasdrdcken noch die fol- 
genden hinzu 

/?' sa= «" + e"ß'" + eß" 

d' Ä b' -I- ei^' 
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e) Wenn auf der Station sieben Richtungen eingeschnitten worden 
sind, 
so kommen zu den vorhei^ehenden ähnlichen Ausdrucken noch die fol- 
genden hinzu 

f s f "' -I- f V" + f >"■ + f y 

. /' = f + i"i 

Q. s. w. wenn mehr Richtungen eingeschnitten worden sind. 

In Bezug auf die ^ ist zu bemerken , dass ihre Berechnung unmög- 
lich wird , wenn zufölüg eine oder zwei der drei Grössen (;>p']> {?'?)■■ 
ip'p") Null sind. Aber in diesem Falle kann man durch Aenderung der 
zuerst angenommenen Reihenfolge der Richtungen immer bewirken, 
dass die N bestimmbar werden. Auch kann man oftmals dieses dadurch 
möglich machen , dass man ohne die Reihenfulge der Richtungen zu an- 
dern , die oben mit M bezeichnete Wurzelgrösse aus anderen {pp) bil- 
det*). 

Die auf den verschiedenen Stationen erhaltenen Werthe der (//,b), 
wo n die Anzahl der auf der Station eingeschnittenen Richtungen be- 
zeichnet, werden addirt, und ihre Summe mit )fg bezeichnet. Hiebei 
kann indessen eine Hodification eintreten , die im nächsten Artikel er- 
klärt werden wird. 

Will man ausserdem noch die Werthe der u, u, u^, etc. kennen 
lernen, so dienen dazu die. Gleichungen (65), die unter den hier statt- 
findenden Annahmen allgemein ausgedruckt werden können. Bezeich- 
nen wir mit m die laufende Nummer irgend einer der Gruppen von Gy- 
ris , und mit «(m), oder schlechtweg u{m) den derselben zukommenden 
Werth von u, so bekommen wir allgemein 



*) So hllla man z. B. im Art. 84 ohne die Bictitangen [3) und (i) mit «ioan- 
der zu vertaascheo 

*= yWMWFT 

nnd demzufolge 

N = -J^ ir = -JL 

Ip'l'"! • Irp'T 

JV"=0 . l>"=-^ 

setieo kSnnen, wodurch derselbe Zweck erreicht worden wire. 
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«(>») = --^^»W 

in welchem Ausdruck aber uur diejenigen w(r) au^enommen werden 
dürfen , die in der betr. Gruppe von Gyris wirklieb beobachteten Rich- 
tungen zukommen. Man kann , wenn man es für nöthig halten sollte, 
eich dieser Grttssen zur ControHrung der, wie oben gezeigt wurde, be- 
rechneten Werthe der {ll,n) bedienen , denn man findet aas dem Vorher- 
gehenden leicht , dass auch 



ist, wo das eine Summenzeichen sidi auf die auf der Station vorhande- 
nen Gruppen von Gyris , und das andere sich auf die vorhandenen Rieh- 
tungen bezieht. 

138. 

Im Art. 1 33 ist des Falles Erwähnung geschehen , in welchem den 
Beobachtungen verschiedener Stationen verschiedene Gewichte beige- 
legt werden müssen ; dieser soll jetzt in Betracht gezogen werden. 

Wenn auf allen Stationen dasselbe Instrument und dieselben Beob- 
achter, oder gleich gute Instrumente und Beobachter von gleicher Qua- 
lität verwendet worden sind , so liegt in der Regel kein Grund vor die 
Beobachtungen irgend einer Station für mehr oder minder genau zu hal- 
ten als die der andern Stationen, und man kann allenthalben, wie im 
Vorhergehenden angegeben ist, das Gewicht jeder einzelnen Beobach- 
tung = 1 setzen. Sind dagegen auf verschiedenen Stationen Instrumente 
oder Beobachter verschiedener Qualität verwendet worden, oder ist 
beides der Fall gewesen , so sind aus diesem Grunde die Gewichte der 
Beobachtungen dieser Stationen zu modificiren , und überhaupt die Beob- 
achtungen der verschiedenen Stationen in Bezog auf das ihoeD beizule- 
gende Gewicht in verschiedene Gattungen zu theilen. Man kann dem- 
ungeachtet bei der AuslUhrung der im Vorhergehenden erklärten Rech- 
nungen auf allen Stationen den einzelnen Beobachtungen das Gewicht 
^ 1 beilegen, und die einfachen Äenderungen, die vorzunehmen sind, 
bis zam Beginn des zweiten Theits der Auflösung verschieben. Um diese 
Aeoderungen zu ermitteln kann man auf die folgende Weise verfahren. 

Man muss sich eine möglichst grosse Anzahl von unabhängigen 
Beobachtungen verschiedener Winkel verschaffen, und diese Beobach- 
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lungen müssen abtheiloogsweise mit deDselbeo Instrumenten und den- 
selben Beobachtern, die zur Triangulation verwendet worden sind, aus- 
gefUhrt worden sein. Wenn die Triangulation von nicht zu kleiner Aug- 
(iebnung ist, so liOnnen die bei derselben beobachteten Riebtungen zu 
diesem Zwecke dienen. 

Aus den Beobachtungen einer jeden Gattung und eines jeden Win- 
kels nehme man das arithmetische Mittel, ziehe dieses von einer jeden 
einzelnen Beobachtung ab, und berechne daraus auf bekannte Art das 
Quadrat des mittleren, zu befllrchtenden , Fehlers. Man nehme nemlich 
die Quadrate der eben genannten Unterschiede, addire diese, und divi- 
dtre deren Summe mit der Anzahl der Beobachtungen weniger der An- ■ 
zahl der Unbekannten , welche letztere hier fUr jeden Winkel = 2 ist. 
Aus den so fUr jede der verschiedenen Gattungen von Beobachtungen 
erhailenen Resultaten nehme man wieder die arithmetischen Mittel, wor- 
auf die umgekehrten Verhältnisse dieser die Verhaltnisse der den ver- 
schiedenen Gattungen von Beobachtungen beizulegenden Gewichte 
geben. 

Han habe zum Beispiel bei einer der vorhandenen Gattungen von 
Beobachtungen itir die verschiedenen Winkel die Summen s, s\ $", etc. 
der Fehlerquadrate erhalten , wobei die Anzahl der Beobachtungen die- 
^r Winkel tn, m', m", etc. seien , dann setze man 



wenn n die Anzahl der u bedeutet. 

Für eine andere Gattung der vorhandenen Beobachtungen habe 
man ebenso erhalten 



fllr eine dritte Gattung von Beobachtungen 

" ^ m.— * ' " ^ m.'— 1 ' " ^" m„"— 1 ' 

u. 8. w. wenn eine grossere Anzahl von Beobacbtungsgattungen vor- 
handen igt. Bezeichnet man nun mit 1 , n, , n.., etc. das jeder einzelnen 
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Beobachluag dieser verschiedeoen Beobacbtungsf^tangeD beJEul^ende 
Gewicht, so werden 

?I, Stt — , TT,, «= , de. 

Je grösser die Anzahl von Beobachtungen ist , die man auf diese 
Art uniersucht hat, desto sicherer wird das vorstehende Resultat. 

Ist daher vorlaufig bei den Ausgleichungen auf den Stationen, auf 
jeder derselben das Gewicht der einzelnen Beobachtung ^ i gesetzt 
worden, so bleiben zwar fUr diejenigen Stationen, auf welchen die 
BeobachtuDgsgattung , welcher v zogebOrt, vorhanden ist, alle nach den 
vorangegangenen Ausdrucken berechneten Grössen unverändert, aber 
auf den Stationen, aufweichen andere Beobachtungsgaltungen vorhan- 
den sind , müssen einige der nach dem Vorhergehenden erhaltenen 
Grössen mit Zahlen ir, , n„, etc. mulliplicirt werden. 

Die Grössen, die dieser Verbesserung bedürfen , sind die CoelB- 
cienten 

(1,1)., (2.2.1),, (3,3,2),, etc. und (H,n). 
statt deren man in den folgenden Bechnungen die Produkte 
(i,1J,.;i,, (2,2,1),.«,, (3,3,2),. «„ etc. (ü,«),.ji. 
aowenden mnss , wenn n, deqjeBtgen Werth der n, , )c„ , etc. bezeichnet, 
welcher den Beobachtui^en der Station « zakommt. Wetter ist aus die- 
sem Grande keine Aenderung vorzunehmen. 

439. 
2) Zweiter Theil der Auflöftung. > 
Dieser fSngt damit va . dass man die Bedingangsgleichungen , die 
das Dreiecksnetz darbietet ermittelt und au&tellt; ich verweise dafUr auf 
den Inhalt des Art. 91, In die Bedingungsgleichungen sind die Resul- 
tate der Ausgleichungen auf den Stationen, oder mit anderen Worten 
die Bögen y{r)^ zu substituiren , und die Resultate dieser Substitutionen, 
nach der Reibenfolge, in welcher man die fiedinguagsgleicfaoDgeD anf> 
gestellt hat , mit 

F(/), Fill). F{in),elc. 
zu bezeichnen. Ausserdem sind die Differentiale der Bedingungsglei- 
cbungen zu bilden , und die Coefßciaiten derselben numeriscb eu be~ 
rechnen; ich v«-weise hiefUr aaf den Inhalt des Art. 92, und wieder- 
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hole dabei , dass man die CoerßcteBten jeder Bedingungsgleichaog ins- 
gesammt , nebst dem dazu gebörigeo F , vor ihrer Anwendung mit jeder 
b^iebigen Zahl multipliciren darf. Man kann diese Eigenschaft dazu 
benutzen um entweder die Coefficienten der Seitengleichangen , die ge- 
wöhnlich ursprünglich grösser sind, als die der Winkelgleichungen, die- 
sen ohngefthr gleich zu machen , oder umgekehrt die Coeifficieoten der 
Winkelgleichungen denen der Seitengleichungen ohngeßihr gleich zu 
machen. Diese CoefBcienten sind tabulariscb zusammen zu stellen, und 
ihnen die Bezeicbnong 

q{r,I), , qirjl), , g{r,H/}, , etc. 
zu geben , in welcher r die Richtungsnummer , s die Stationsnummer, 
und /, IJ, IIJ, etc. die Nammera der Bedingungsgleichungen sind. Der 
,\rt. 93 giebt ein Beispie) dieser Zusammenstellung. Es werden femer 
a) Wenn auf der Station alle Richtungen in jedem Gyrus eingeschnit- 
ten worden sind, 

,((,/), = ,(i./). 

,(l,/). = ,(ä,7). 

,{»,/). = ,(3,/), 

etc. 

f(tj). = 0(4,/). 
f{i,I). = 0(2,/). 
f[3.I). = Q(3,/). 
etc. 
Diese Ausdrücke sind durch allmablige Vertauscfaung der / mit den //, 
III, etc. anfalle Bedingungsgleichungen auszudehnen, auch ist, wie in 
allen folgenden ahnlichen AnsdrUcken , wo nöthig , auf die im vor. Art. 
erklarten Zahlen n, Rucksicbt za nehmen. 
^ Wenn auf der Station nicht in jedem , oder in tcefnem, Gyrok alle 
Iti<!htungen eingeschnitten worden sind. 
a) Vfean auf der Station drei Riobtnngen eingescbntten worden 
aiod, 
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,((,/). = ,(!,/). 
,(2,/). - ,{2,/). 
,(3,/). = ,(3./). 

/(<•/). = ö(i,/). = fif;-- 

f(3,/). = 0(37). = gf, 

die auch, wie ebeo erklärt, auf alle BedingungsgleicbuDgen auszudeh- - 
neu sind. 

b) Wenn auf der Statioo vier Richtuogea dogeschDiUeu wordeo sind, 
so werden 

,((,/), - }(<,/). 

,(S,/). = ,(2,/), 
,(3,/), = ,(3,/), 
,(t,/). = ,J.".,(2,/).+^-.,{3,/),+ ,(t,/). 

0(1./). = f^ , 0(2./). = -gjf. 

0(3./). = ä!w.. o(»./). -Äü. 

A<,/). = 0(«./). 

/■(2,/). = 0(2,/). +A".0(t./). 

r(3,/). - 0(3,/).+^".0(*,/). 

A»./). = 0(t,/). 

die auch auf alle Bedinguiigsgleichuagen auszudehnen sind. 

c) Wenn auf der Slatioo fUof RichtuDgen eingeschnittea worden sind, 
so kommt zu den unter b] angegebenen, mit r){r,I), bezeichneten Grös- 
sen hinzu, 

,(6,/). = A-.,(2,/). + y,".,(3,/).+ *.".,(t,/). + ,(5./). 
ZU den Q{r,l), kommt hinzu 

0(ä'')' = TOT 
und die /"(r,/). werden nach den folgenden Ausdrucken berechnet, 

ftf./).- Q(<./). 

/■(2J).= 0(2./). +/S.".e(i./}.+ (S.".Ö(5,/). 

/•(3,/). = 0(3,/),+ y.-.0(»./).+ )'.".0(5,/> 

fit,/), = 0(*./). + <>."-0(5,/). 

AS,/). = 0(5,/), 
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die selbstverständlich auch auf alle Bediogiingsgleiehungen ausgedehnt 
werden mUssen. Man erkennt hieraus vollkommeo , wie zu verfahren 
ist, wenn auf der Station mehr wie fUuf Richtungen eingeschnitten wor- 
den sind. 

Auch die numerischen Wertbe aller vorstehenden Hdlfsgrttesen sind 
zur Erlangung einer klaren Uebersicht tabularisch au&ustellen, wie 
oben am Beispiel gezeigt worden ist. 



liO. 

Die Berechnung der CoefBcienten der Bndgleichungen , die nnn an 
die Reibe kommt, kann auf viererlei Weise ausgeführt werden. Bezeich- 
net man diese Goef&cienten mit (/,/), (/,//}, etc. (//,//), etc. etc., wo die 
römischen Zahlen sich wieder auf die Bedingungsgleichungen beziehen, 
so werden erstens 



(U) = 


^m^.'). •iCA 


+Q».I). 


.,(2,/), +Ö(3./), 


■vi^J), ■ 


;'.") = 


S{Q{i.II), .,(1,/), 


+0{2.ff). 


.i((2./). +0(3.«), 


•1(3./), ■ 


;j,jH) = 


etc. 


+0(2.«/), 


.,(2,/), +0(3.«/), 
etc. 


•V(3./). ■ 


(/;,//) = 


£\<Hi.ll),.,,ii.ll), 


+0(2,ff). 


.ij(2,//), +0(3,«), 


■1(3.«), - 


{IIMtj = 


J-|0(( ,///),.,(< ,0), 
elc. 


+Q(i.ni). 


.,(2,«), +0(3.«/), 
elc. 


■l(3,ff). ■ 


[111.111) = 


S{Q{i.UI),.^(i.lir 
etc. 
etc. 


),+Q[i.m), 


.i,(2,///),+ö(3,///), 
elc. 
elc. 


.,(3./;;),. 



bis alle Bedingnngsgleichungen erschöpft sind. Die zweite Art diese 
CoefBcienten zu berechnen ergiebt sich aus der ersten , wenn man darin 
die Q und die ij mit einander verlauscht. Rechnet man diese Coefficien- 
ten auf diese beiden Arten, so wird dadurch nichts weiter controlirt, 
wie die Divisionen , durch welche man die Q erhalt. Die dritte Berech- 
nnngsart geschieht durch die folgenden Ausdrucke, 

!//) - 2\f(\.I), .,(1,/), +({%!), .,(2./). +A3./), .,(3,/). +... 
(I,ff) = S\f{\.I), .qlt.II),+f{i.I), . q{i,II), +H3.I), .,(3.//).+.. 

(Afl/) = i-(A<./). •»('./'/).+n2./), •?(2,fl/),+n3,/), .,{3,«/),+.. 

etc. elc. 

AUuwIl. i. K. S. Gualltcb. d. Wiuciicli. XIII. S6 



db, Google 



780 




P. A. H»ME1I, 




{IUI) = 


^m."). 


.,(l,/7), +f{i.ll), ?(S,ff), +/'(3.H), 


•9(3."). 


(//.///) - 


-i-iA«.»). 


.q{i.m),+n%ll),.g{iJII),+f{3.II). 


.,(3,;H), 




BtC. 


etc. 




(«/,;//) = 


i-|fi<.m). 


. ,(i ,ui).+({i.m), ■ qit.m),+f(3jii). 


.,(3,///). 




elc. 


etc. 






etc. 


etc. 
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und die vierte Art erhalt man durch die VertauBchuog der /"und der q 
mit einander in den vorstehenden Ausdrucken. Rechnet man diese Coeffi- 
cienteo beides durch die erste und die dritte Art, so werden dadurch 
nicht blos diese selbst , sondern auch alle Htllfsgrössen des vor. Art. 
controlirt. 

Wie man sieht haben die Ausdrücke ßlr alle hier erforderlichen 
Grössen die Eigenschall , dass sie stationsweise berechnet und aufge- 
stellt werden können. Die Grössen des vor. Art. bleiben in Bezug auf 
die einzelnen Stationen von einander abgesondert , (Ur die CoefScient^ 
dieses Art. milssen die Resultate , die jede Station liefert, addirt wer- 
den , wie das Summenzeichen 1: anzeigt. 

Ui. 

Die Gleichungen, denen die CoefGcienten des vor. Art. angehören, 
sind, wenn die Unbekannten derselben mit (/), (//], (///}, etc. bezeich- 
net werden, die folgenden, 

(/,/)(/) + (/,i/)(/7) + (/,///)(///) +.... = F(i) 
{/,//)(/) + (//.//)(//) + {//,///)(///) + = F(//) 

(/,///){/) + (//,///)(//) + (/;/,///)(/«} + = F(///) 

etc. elc. 

und ihre Anzahl ist der Anzahl der Bedingungsgleichungen gleich. Ehe 
wir an ihre Auflösung gehen ist eine wesentliche Bemerkung einzu- 



In jedem Dreiecksnetze von einiger Ausdehnung wird sich ereig- 
nen, dass eine Anzahl der CoefÜcienten der vorstehenden Endgleichun- 
gen gleich Null werden , und je grösser das Dreiecksnelz ist, desto mehr 
wird dieses der Fall sein. Als Folge davon können in diesen Gleichun- 
gen mehr oder minder grosse Lücken eintreten , so nemlich , dass in der 
eioen und der aodern derselben eine Reihe von aufeinander folgenden 
Coefficienten Null werden, und hierauf wieder einige vorkommen, die 
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nicht Null sind. En Bezug auf die Bichtigkeil der Auflösung hat dieser 
Umstand nun nicht den mindesten Ginfluss, aber man kann sich dessel- 
ben bedienen, um die Arbeit, die die Auflösung erfordert, abzukürzen. 
Zu dem Ende ist nichts weiter zu than, wie die Reihenfolge, io welcher 
man die BedingangsgleicbuDgeu des Dreiecksnetzes zuei'st aufgestellt 
hat, so zu ändern, dass die CoefBcienten , die nicht Null werden, mög- 
lichst nach vorne geschobea werden , so dass sie vom ersten anfangend, 
eine möglichst ununterbrochene Reihe bilden. Es wird hiedurch nicht 
btos die Auflösung dieser Gleichungen, oder die Ermittelung der Werthe 
der Unbekannten derselben , sondern auch die Berechnung der Gewichte 
möglichst abgekürzt. 

Wenn es sich nun nur um die Ermittelung der Unbekannten han- 
delt, so braucht man die Nummern , die den Bedingungsgleichungen an- 
fUnglich gegeben worden sind , nicht zu andern , will man aber auch die 
Gewichte berechnen , so thut man wohl die Nummern der Bedingnngs- 
gleichungen so zu andern, dass sie nach der beschriebenen Versetzung 
wieder die fortlaufende Zahlenreihe /, //, ///, etc. bilden. Ohne diese 
AeaderuDg wUrde man sich leicht in den Gliedern der Ausdrücke der 
Gewichte , die aufzunehmen snd , irren können. Dass mit dieser Aende- 
rang der Numerirung der Bedingungsgleichungen auch die entsprechende 
AenderuDg in der Bezeichnung der Unbekannten (Numerirung dieser] 
und der Grössen des vorvor. Art. eintreten muss, versteht sich von 
selbst. 

U2. 

Die Auflösung der Bndgleichungen des vor. Art. ist die bekannte, 
allein da die im Verlaufe dieser Abhandlung eingeführten Zwischengrös- 
sen derselben bei der Berechnung der Gewichte wieder gebraucht wer- 
den, so wird es nöthtg, die in den Artt. 46 a. 19 gegebene Auflösung 
in dieser Recapilulation, in den hier eingeführten Bezeichnungen ausge- 
druckt, mit aufzunehmen. Zu berechnen sind ' 

(9) — ^''"^ (t-\ — ^'■"''> iL) (A/t'l ,„ _ j. ^'^1 

(2)' = — lÜT' Wt = — -(TT^. (*>=* — -(TTT' •■• *''= + ~i7;7r 

(//.//.1) =: (//,//) + (/.//)(2)i 

(//,/W.i) = (//,///) + {/,///)(2). 

(//.;v,i) =s= {iijv) + {/,/v)(2), 

F(H^) ^ F(//) -t- F(/)(2), 
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(H/./n.f) = (///,///) + {/,///)(3), 

(7//./F,() = (///,/F) + (/,/l')(3), 
etc. 

F(///,t) = F{in) + l^/)(3), 

(/V./F.1) = (/FJF) + {/,;F)(t), 
etc. 

F(fy.4) = fi;/F) + F(/)(t), 

etc. bis 

Ji. = F(;)s[^ 

1^)^ (TtEiT ' '')' = TiÖfTT »I = + -,753^;- 

(///./ff.s) = (nijn,\) + (//,///,< )(3;, 

(W./F.S) = (IllJV.i) + (//,iF,1)(3), 
etc. 
F(///,ä) = f(/H,() + F(//,<)(3), 



{;F/F2) = (/F,/F,l) + (//,/F1){t)i 
etc. 
F{IV,i) = F(/F1) + F(i/,()(t), 
etc. bis 

Bj = Äi + f;//,(),>, 

'■*>' iiiraW (PI — + {m.ui.i 

(/F,;F3) = (/F/F,2) + (///,/F,S)(»), 
etc. 

F(/F,3) = F(/F,ä) + F(///,8){t), 



elc. bis 

A, = Ji, + F(m,8)^ 



etc. bis 

ü, = ü, -I- F(/V,3)j, 
etc. bis F, 
wenn g die Anzahl der Eüdgleichungen bezeichnet. 

Diese Coefficienten habe ich so angesetzt, wie ich die Berechnung 
derselben auszufUhren pflege . und die mir die einfachste Weise zu sein 
scheint. Allein man kann diesen Ausdrucken dadurch , dass man die 
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GrOseen {llljll.t), (///,/F,1), etc., die nur als Hlllfsgrfissen zur Berech- 
nuDg deigenigen Coefficienten , die spater gebraucht werden, dienen, 
eliminirt , scheinbar eine liUrzere Form geben , die obgleich sie bei der 
namerischen Rechnung l(einen Vortbeil gewahrt, doch die Uebersicht, 
namentlich wenn von den ursprunglichen Coefficienten {/,//), {1,111), etc. 
[II.III), etc. etc. eine Anzahl gleich Null sind, erleichtert. Diese Form 
ist die folgende , in welcher alle Coefficienten fhr fhnf Gleichungen voll- 
standig ausgeschrieben worden sind , und die weggelassenen etc. Zei- 
chen leicht ergänzt werden können. 
(//.//,1) = (//,//) -i-(J,J/)(äl, 

;;;,///,)) == {ii.m) +{i,m){i), 

mill.i) = (m,g/)-^(J,/J/)( 3),■^- {II.III, i jp), 

'//,/f,i) = {II jv] -k(/,;f)(2), 

;iii.iy.i) = ^I^,IV) + {IJY){a),+ {II,lV,^){3), 

:iy.iv.3) =. jiv.iv) -^(J,/F)(^)l-^-(//./y,^)(^),■^-(///,Jv.ä)(4), 

(J/,F,() = (;/,F) +{l,V){i), 

(m,F,S)= (///,F) -(.(/.F)(3), -!-(//, F,1)(3), 

7V.F,3) = {IV,V) +(/.F)(»), +{II,V,t){fy -l-(//;,F.ä)(t), 

:r,F,4) = (F,F) +(/,F)(5), +{n,r.i){i), -l-(///,y.8)(5), -K7F,F3)(6). 

F.II.i)= F(77) +F(/)(2), 

FOT.ä) = F{m) + F{I){3), + F{II,i){3), 

f;/F3) = F{ir) + F{/)(i), + F(//,l)(»)) + f\lll,i){i], 

F{F,i)= F(F) +F(/)(5), +F{IH){S), + F{lII,i){i),+F{iy,3]{!,), 

ft= F(/)yi +F{II.i)q, -t- F{IlI,i)<p, ■l-f(/y.3)y, -l-Ji1(F,t)y, 

Es wird nun zunächst die vollständige Summe der mit ihren Gewichten 
multipUcirten Quadrate der übrig bleibenden Fehler, wenn sie mit W 
bezeichnet wird, 

1F — W, + Ä, 

wo fFo die Summe ist, deren Berechnung im Art. 137, und bez. im 
Art. 138 gezeigt wurde, und ff wieder die Anzahl der Bedingungsglei- 
chungen bedeutet. Die obigen Endgleichungen sind ferner durch die 
obigen Rechnungen in die folgenden verwandelt worden, 

(/,/){/) + {I,1T){II) + (/.///)(///) + ..,. ~F{I] 
{U,II.\){II) + (//,/H,1)(n/) -I- = F{II.i) 

{iii,iii.i){iii) + = F(/n,ä) 

etc. etc. 
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Beobachtung dieser verschJedeoen Beobacbtungi^Uangeo beiEolegeitde 

Gewjcbt, so werden 

n, t^ — , jr„ ^ — , etc. 

Je grösser die ADzabl von Beobachtungen ist, die man auf diese 
Art uDiersucht hat, desto sicherer wird das vorstehende Resultat. 

Ist daher vorlaufig bei den Ausgleichungen auf den Stationen, auf 
jeder derselben das Gewicht der einzelnen Beobacblung =: 1 gesetzt 
worden , so bleiben zwar Itir diejenigen Stationen , aaf welchen die 
Beobachtungsgattung , welcher v zugehört, vorhanden ist, alle nach den 
vorangegangenen Ausdrücken berechneten (Grössen unverändert, aber 
auf den Stationen, aufweichen andere Beobachlungsgattungeo vorhan- 
den sind , mtlssen einige der nach dem Vorhergehenden erhaltenen 
Grössen mit Zahlen n, , n.,, etc. mulliplicirt werden. 

Die Grössen, die dieser Verbesserung bedürfen, sind die Coeffi- 
cienten 

(1.1).. (2,2,1),, (3,3,2)., etc. und (H.n). 

statt deren man in den folgenden Bechnungen die Produkte 
(1,1).. ;t,, (2,2,1),. n,, (3,3,2),.».. etc. (//,«),.«. 
- anwenden muss , wenn n, denjesi^Q Wertb der n, , 5c„, etc. bezeäcboet, 
welcher den Beobachtungen der Station « zakofornt. Weiter ist aus die- 
sem Gründe keine Aenderung vorzmehmen. 

139. 

2) Zweiter Theil der Auflösung. . 
Dieser fängt damit an , dass man die Bedingnngsgleichungen , die 
das Dreiecksnetz darbietet ermittelt und aufstellt; ich verweise daflir auf 
den Inhalt des Art. 91. In die Bedingnngsgleichungen sind die Resul- 
tate der Ausgleichungen auf den Stationen , oder mit anderen Worten 
die Bögen y{r), zu substituiren , und die Resultate dieser Substitutionen, 
nach der Beihenfolge , in welcher man die Bedingungsgleicfaungen auf- 
gestellt hat , mit 

F(/), F{U), F(///),etc. 
zu bezeichnen. Ausserdem sind die Differentiale der Bedingnngsglei- 
chungen zu bilden , aad die Coefßoenten derselben numerisch m be- 
rechnen ; ich verweise biefUr auf den Inhalt des Art. 92 , und wieder- 
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hole dabei , dass man die Coefficieaten jeder BedingungsgleichuDg inss- 
gesammt, nebst dem dazu gdi^gen F, vor ihrer Anwendung mit jeder 
b^ieblgen Zahl multiplicireD darf. Man kann diese Eigenschaft dazu 
benutzen um entweder die Goefficienten der Seitengleichungen , die ge- 
wöhnlich ursprünglich grösser siod , als die der WiakeigleichungeD, die- 
sen ohngeßkbr gleich za machen , oder umgekehrt die Goefficienten der 
Wiokelgleichungen denen der Seiteogleichungen ohngeßihr gleich zu 
machen. Diese Goefficienten sind tabularisch zusammen zu stellen , und 
ihnen die Bezeichnung 

q{r,I), , g{rjr}, , ?{r,H/), , etc. 
zu geben, in welcher r die Richtungsnummer, s die Stationsnummer, 
and /, //, ///, etc. die Nummern der Bedingungsgleichungen sind. Der 
^\rt. 93 giebt ein Beispiel dieser Zasammenstellung. Es werden femer 
a) Wenn auf der Station alle Richluogen in jedem Gyrns eingeschnit- 
ten worden sind, 

,(<,/). = ,(),/), 

,{i,/). = ,(8,/), 

,(»,/), = ,(3,/). 
elc. 

"^ •''• (i.il. ~ r 

"^ ' '■ iMlü ~ ~p 

f(tJ). = 0(1./). 
/■(ä,/), = 0(2./). 
f[3.I). = Q(3,/), 
etc. 
Diese Ausdrücke sind durch allmahlige Yertauschiing der / mit den //, 
///, etc. auf alle Bedingungsgleichungen auszudehnen , auch ist, wie in 
allen folgenden ähnlichen Ausdrucken, wo nöthig, auf die im vor. Art. 
erklärten Zahlen n, Rttcksicbt za nehmen. 
^ Wenn auf der Station nicht in jedem , oder in kahieffi, Gyrofi alle 
RichtHngen eiogescfanitten worden sind. 
a) Wenn auf der Station drei Richtungen eingeschnitten wordea 
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,((,;). = ,(U). 

,(8,/), = ,(«,/), 

,(3,0. = ,{3,/). 

f{i.I), = Q(t.I). = f^ 

flij). = öM. = jfflir. 

A3,/). = 0(3.1). = |if_ 

die auch, wie eben erklärt, auf alle BediDgungsgleichungen auszudeh- ■ 
neu sind. 

b) Wenn auf der Slalion vier Ricbtungeo eiogeschuilteü wordeD siod, 
so werden 

,(1,7), = ,((,/), 

,(8,/). = 5(2,i). 

l(3A = 9(3J). 

,(i,/), = A-.,(a./),+,.-.,{3,/).+ ,(*./), 

0(1,/). = f^ . Q{iJ). = |i^, 

0(ä.'). = Sit. . 0(*,/). = Äa, 

«(,/). = 0((,/). 

f(%l). = Q(s,/). +A-.0(t,/). 

/■(3,J). = 0(3,/).+ ,,-.0(*,/). 

nu). = o(*./). 

die auch auf alle BediDguDgsgleichuagea auszudehnen sind. 

c) WeDD auf der Station fünf RichtuDgeo eingeschnittea worden sind, 
so kommt za den unter b) angegebenen, mit ^{r,I), bezeichneten Gros- 
sen hinzu, 

,(B,/), = ft-. ,(8,7). + ,.". ,(3,7), + 4'. 9(M), + ?(5,7). 
ZU den Q{r,f), kommt hinzu 

und die /'(r,/). werden nach den folgenden Ausdrucken berechnet, 
«<./).= Ö(t,7), 

nij).= o(ä,7). +/»;".e(t,7),+/s.'. 0(5,7). 

«3,7). = 0(3,7), + )■.". 0{t,7).+ r'- 0(5,7). 

/•(»,7),= 0(».7).+ A". 0(5,7). 

A6,7). - 0(5,7). 
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die selbstverstSodlicb auch auf alle Bediogungsgleichungen ausgedehnt 
werden müssen. Man erkennt hieraus vollkommeD , wie zu verfahren 
ist, wenn auf der Station mehr wie fUnf Richtungen eingeschnitten wor- 
den sind. 

Auch die numerischen Werthe aller vorstehenden Bülfsgrössen sind 
zur Erlangung einer klaren Uebersicht tabularisch aufzustellen, wie 
oben am Beispiel gezeigt worden ist. 



UO. 

Die Berechnung der Goefßcienten der Bndgleichungen , die nun ao 
die Reibe kommt , kann auf viererlei Weise ausgeführt werden. Bezeich- 
net man diese Coeffictenten mit (/,/), (/,//], etc. (//,//], etc. etc., wo die 
römischen Zahlen sich wieder auf die Bedingungsgleichungen beziehen, 
so werden e 



(/,/) = 2;\QH,I\ .fiHJ), +0(2./), .TiiiJl +0(3,/). .i?(3./), . 

[IM] = S[Q{i.ni.^{iJ), +0(2,ff), .17(2,/), +0(3,//), .1^(3,/), - 

{IMl) = ^■{0(1 ,///),. »;(1,/). +Qii,UI),.ti%I), +0(3,///)..)?(3,/}, - 

etc. etc. 

{UM) := i-}0(1,//)..'?(1.//), +0(2,//), ■'?(2.//)»-t-0(3,/?),..?(3,7/), - 

[UJIl] = 2-|0(i,///),.i?(1.fl), +0(2,///),. )?(2,//), +0(3,///),. 1,(3,//), - 

etc. etc. 

(IIUII)^ .S'}0(1,/i/)..»?(1,///),+0(2>///),.'?(2,///),+0(3,///),.i7(3,///),- 



bis alle Bedingungsgleichungen erschöpft sind. Die zweite Art diese 
CoefBcienten zu berechnen ergiebt sich aus der ersten , wenn man darin 
die und die rj mit einander vertauscht. Rechnet man diese Coefticien- 
ten auf diese beiden Arten , so wird dadurch nichts weiter controlirt, 
wie die Divisionen , durch welche man die Q erhalt. Die dritte Berech- 
nungsart geschieht durch die folgenden Ausdrücke, 

(/,/) = SW.I], .q{\J), +f{ij), .q{i.I), +f{3J), .9(3,7), +.., 
{IM) = £lflUI), .<,H,II), +f{i.I), .,{i,U), +t{3,l), .,(3,;/),+.. 
(/,D/) = i-lflt,/), .g{UIII),+f{i.l), .j(2,fl/),+/-{3,/), .9(3,0/),+ .. 



etc. 



AMI.UII. t. K. S. < 
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((/,«) = s\f{t.n), 


.,(i.;/),+A8,ff), ,(«,;/), +f(s,//). 


•9(S.ff), 


(/;,«/) = s\f{Ui), 


.5(<,///),+/-(2,//),.«(S,///),+fi3,H), 


.,(3,tf/). 


etc. 


etc. 




{//;,;;;)= sw.nt) 


, ?(1 MI),+f(.i.l"). ■ 9(ä,J//),+A3.'"), 


.?(3,///) 


etc. 


etc. 




etc. 


etc. 





[»e 



und die vierte Art erhall man durch die Vertauscfaung der fand der q 
mit einander in den vorstehenden Ausdrucken. Bechoet man diese Coeffi- 
cienten beides durch die erste und die dritte Art. so werden dadurch 
nicht blos diese selbst , sondern auch alle Hul&grössen des vor. Art. 
coDtroHrt. 

Wie man sieht haben die Ausdrücke ßir alle hier erforderlichen 
Grössen die Eigenschaft, dass sie stationsweise berechnet und aufge- 
stellt werden kOanen. Die Grössen des vor. Art. bleiben in Bezug auf 
die einzelnen Stationen von einander abgesondert, fUr die Goefficienlen 
dieses Art. mtlssen die Resultate, die jede Station liefert, addirt wer- 
den , wie das Summenzeichen 2 anzeigt. 

U1. 

Die Gleichungen, denen die Coefficienten des vor. Art. angehören, 
sind, wenn die Unbekannten derselben mit (/], (//], (///), etc. bezeich- 
net werden , die folgenden, 

{/,/)(/) +(/.//)(//) +(/.///)(///) +....^FiI)' 

(/.//)(/) + (//,//)(//) + {iim)m) -I- = F{ii) 

{uii){i) + {ii.iiijin) + {uiju){jn) + ^ F{in) 

etc. etc. 

imd ihre Anzahl ist der Anzahl der ßedingungsgleiciiungen gleich. Ehe 
wir an ihre Auflösung gehen ist eine wesentliche Bemerkung einzu- 
schalten. 

In jedem Dreiecksnetze von einiger Ausdehnung wird sich ereig- 
nen , dass eine Anzahl der Coedicienten der vorstehenden Endgleichun- 
gen gleich Null werden , und je grösser das Dreiecksnetz ist, desto mehr 
wird dieses der Fall sein. Als Folge davon können in diesen Gleichun- 
gen mehr oder minder grosse Lücken eintreten , so nemlich , dass io der 
einen und der andern derselben eine Reihe von aufeinander folgenden 
CoefTicienlen Null werden, und hierauf wieder einige vorkommen, die 
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nicht Nu]] sind. In Bezug auf die Biclitigkeit der Auflösung hat dieser 
Umstand nun nicht den mindesten Einßuss, aber man kann sich dessel- 
ben bedieoen, um die Arbeit, die die Auflösung erfordert, abznkUr2en. 
Zu dem Ende ist nicbls weiter zn IhuD, wie die Reihenfolge, in welcher 
man die Bedingungsgleichungen des Dreiecksnetzes zuerst aufgestellt 
bat, so za andern, dass die CoefGcieoten , die nicht Null werden, mög- 
lichst nach vorne geschoben werden, so dass sie vom ersten anfangend, 
eine möglichst ununterbrochene Reihe bilden. Es wird hiedurch nicht 
blos die Auflösung dieser Gleichungen, oder die Ermitlelung der Werthe 
der Unbekannten derselben , sondern auch die Berecbnung der Gewichte 
mögliebst abgekürzt. 

WeuD es sich dud nur um die Ermittelung der Unbekannten han- 
delt, so braucht man die Nummern, die den Bedingungsgleichungen an- 
fänglich gegeben worden sind, nicht zu ändern, will man aber auch die 
Gewichte berechnen , so thul man wohl die Nummern der Bediogungs- 
gleichuDgen so zu andern, dass sie nach der beschriebenen Versetzung 
wieder die fortlaufende Zahlenreihe /, //, ///, etc. bilden. Ohne diese 
Aenderung wUrde man sich leicht in den Gliedern der Ausdrticke der 
Gewichte , die aufzunehmen sind , irren können. Dass mit dieser Aende- 
rung der Numerirung der Bedingungsgleichungen auch die enisprechende 
Aenderung in der Bezeichnung der Unbekannten (Numerirung dieser] 
und der Grössen des vorvor. Art. eintreten muss, versteht sich von 
selbst. 

14S. 

Die Auflösung der Endgleichungen des vor. Art. ist die bekannte, 
allein da die im Verlaufe dieser Abhandlung eingeführten Zwischengrös- 
sen derselben bei der Berechnung der Gewichte wieder gebraucht wer- 
den, so wird es nöthig, die in den Artt. i6 u. 49 gegebene Auflösung 
in dieser Recapitulation , in den hier eingeführten Bezeichnungen ausge- 
drückt, mit aufzunehmen. Zu berechnen sind ' 

[iin.\) = {HU) +(/,//)(2), 

{iUttA) = (//,///) + {/./W)(2), 

(//./v,i) « {m\) + {/,;v)(2)i 
f\w^= /(//) -I- r(/)(2), 
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(///./ffl) = {///,///) + (/,///){3), 

(///,/F.)) = {IIIJY) + (/,/F)(3), 
etc. 

F{III.t) = F[in) + P(/)(3), 

17f./F,1) = (/V,7V) + (/,/»')(*), 
etc. 

F(/v,i) = fl;/v) + p;o(*)i 



etc. bis 
R = F{I),,i 



(j), = ijjpjj^ , (»j, = jjjpi- 91 — + („,„,„ 

(///,m,ä) = {mjn.i) + {n.iii,\](s), 
{m.iY,i) = (ji/,/r,)) + (ff,iF,t)(3), 

etc. 
F(/7/,2) = F(OT,1) + F(//,))(3), 



(/r./V.ä) = {ir.lV.i) + (//,/F,q{t), 
etc. 

F{iv,i) = F{ir,f) + fl;;/,i)(i), 

etc. bis 

R, = Bt+ F{II.f),p, 

/■> _ iiii.iy.'t ^ . 'ww 

^*p {iii,iii.i) 9* •" (m,/H,i) 

(/F,/F,3) = (lyjy.i) + {///./F.ä)(*), 

etc. 

f(/F,3) = F(ir.i) + F{m,i)(i), 

etc. bis 

ft = flj H- F{in,i),pi 



»' = -'- i7>vi*ir 



etc. bis 

ü, = A, H- fl;/F,3)(p. 
etc. bis F, 
wenn 9 die Anzahl der EadgleichuDgen bezeichnet. 

Diese Coefficienten habe ich so angesetzt, wie ich die BerecbnoDg 
derselben auszuführen pflege . und die mir die einfachste Weise zu sein 
scheint. Allein man kann diesen Ausdrücken dadurch , dass man die 
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Grösseo (111,111^), {iU,n,\), etc., die nur als HulfsgrOssen zur Berech- 
nung derjenigen CoefGcienten , die sp8ter gebraucht werden, dienen, 
eliminirt , scheinbar eine kttrzere Form geben , die obgleich sie bei der 
numerischen Rechnung keioeD Vortheil gewahrt, doch die Uebersicht, 
namentlich wenn von deo ursprünglichen CoefGcienten (/,//], (/,///), etc. 
(//,///), etc. etc. eine Anzahl gleich NaII sind, erleichtert. Diese Form 
ist die folgende , in welcher alle CoefGcienten Air ftinf GleicbungeQ voll- 
ständig ausgeschrieben worden sind , und die weggelassenen etc. Zei- 
chen leicht ergBnzt werden können. 
(//./i.4)^(ff./J) +(/.f/}(2). 

[imi\)^ {Hin) +(/,///){2), 

(gf.f//.a) — {m,iii)+{ijir){ ^)i+ [Hüi i )(3)j 

.7/,/F.l) := (//,/F) -4-(/,ir)(2l). 

[iiwx) s (m,/F) + {/,/v)(3).+ (//,/y,i)(3)i 

i:/F.jF.3) =. {iy,iy) +(j.jy)(4)i-i-(//.fy,<)(4)i-4>(///./y.8}(4), 

(//,V,1)=,(//,F) +(/,V)(2). 

(//7,V,2}= (ff/,F) +(/,V)(3). +{//,V,1X3), 

:/F,V,3) = (/F,K) +{/.y)(4)i -i-(//.F,1)(4)i +(///. F,2)(4), 

(y.V,4) = (F.V) +(f.F)(5). +(g,V.1)(5), +(i7/.y.2)(5), +(/V.y.3)(5)« 

f;//.i)= /i;//) -i-F(/)(2), 

F;///,2) = F(///) + F{I){Z), -I- F(//,1)(3)j 

F;/F,3) = F[iy) + F(/)(4), + f('',1)(4), + F(///,2)f4)3 

F(y.4)=s F(F) +F(/)(5)i +F(//.1)(5)2 + F(///,2)(5), -|-fT:/y.3X5)4 

ft= F(/)y. +F(iy.<)yt +F(///.2}ya -|- F(JF,3]yi +fi:y.4)y5 

Es wird nun zunächst die vollständige Summe der mit ihren Gewichten 
mnltiplicirtea Quadrate der übrigbleibenden Fehler, wenn sie mit W 
bezeichnet wird, 

ly = TFo + Ä, 

wo Wo die Summe ist, deren Berechnung im Art. 137, und bez. im 
Art. 138 gezeigt wurde, und q wieder die Anzahl der Bedingungsglei- 
chnngen bedeutet. Die obigen Endgleichungen sind ferner durch die 
obigen Rechnungen in die folgenden verwandelt worden, 

(/,/)(/) + (/,//)(//) + (/.///)(///) + ....= F{I) 

(u.u,\)[tt) + [iim,\)(m) H- — = F(nA) 
{iii,m.i){iii) + — = F{in,i] 

etc. etc. 
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deren Auflösung durch die folgenden Ausdrücke bewirkt wird , die hier 
auch für fünf Gleichungen vollständig ausgeschrieben worden sind, 

(/)i = 1^1 + »5.(5), 

(11), = if, + iiPs.{5)j 

(///), = .y. + if..(5). 

[IV), = y. + y..(5). 

(/),= (/), +(/V),.(i). 
m. = (ff), + (/V),.(*), 
(///). = (///), + (fV),.(t). 

(/). = (/), + (ff;),.(3), 
(//), = (7/), + (/«),. (3), 

(/). = (/).+ {Il),.{i), 

{I) = (/). 
(ff) = (ff), 
(ff/) = (ff/), 
(/F) = (/V), 
C) = f» 
uod leicht zu erkenoen geben , wie zu verfahren ist , wenn mehr wie 
(Uof GleichuDgen vorhandoD sind. 

Man kann die richtige Ausfuhrung der numerischen Auflösung da- 
durch prüfen, dass man die erhaltenen Werlhe der Unbekannten (/), 
(//), (///), etc. in die ursprilnglichenEodgleicbungensubstituirt, die da- 
durch erfüllt werden müssen. 

Schliesslich bekommt man die z(r), durch den folg«iden allgemei- 
nen Ausdruck, 

»(>■), = /■('■,/)..(') + /■(r.ff)..(ff) + ({'JII)..(UI) + .... 
und den wahrscheinlichsten Werlh der Richtungen x{f]i durch deo fol- 
genden, 

<'). = yM. - ^(•■). 

womit die Auflösung der Aufgabe beendigt ist. 

Eine umfassende Controte dos ganzen zweiten Tbeils der Auflö- 
sung entspringt aus der Eigenschaft, dass die 2{r),, wenn sie mit umge- 
kehrtem Zeichen statt der äx{r), in die Bedingungsgleicbungen substituirl 
werden, diesen Gnuge leisten mtlssen. Nur die Differentialquotienlea 
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q(rj)t, q{r,II)„ etc. bleiben dadurch uncoBtrolirt , von deren Richtigkeit 
man sich daher auf andere Art überzeugen mufis. 

Will man ausserdem auch die wahrscheinlichsten Werthe der 
u{m), kennen lernen, so dient dazu der Ausdruck 

in welchem aber nur diejenigen z{m), und tv{r), aufgeDommen werden 
dUrren , die in der m*^'* Gruppe von Gyris wirklich beobachtet worden 
sind. Durch Zuziehung dieser Werthe der w(m), kann man auf ähnliche 
Art, wie im Art. 137 in Bezug auf die Ausgleich ungen auf den Slatio- 
nen gezeigt wurde, den wie oben berechneten Werth von W einer Con- 
trole unterwerfen, wenn man dieses für nüthig halten sollte. 

143. 
3) Berechnung des Gewichts irgend einer bestimmten Function der 
Richtungen. 
Jeder bestimmten Function der Richtungen kommt ein bestimmtes ' 
Gewicht zu, welches durch die unten folgenden Ausdrucke berechnet 
werden kann. Unter den Functionen der Richtungen , deren Gewichte 
verlangt' werden können, sind vorzugsweise beliebige Winkel und Seiten 
des Dreiecksnetzes zu verstehen, und diese können zwischen irgend 
zwei beliebigen Eckpunkten des Netzes gedacht werden; auch kann es 
sich ereignon , dass die Gewichte einiger der Aggre^te u{m), + «(r), ver- 
langt werden. Die Winkel sowohl wie diese Aggregate sind an sich 
linearische Functionen der Richtungen, und es sind daher in solchen 
Fallen in dieser Beziehung keine Vorbereitungen zu treffen, aber da die 
Seiten keine linearischen Functionen der Richtungen sind, so muss aus 
dem betreffenden Ausdruck die Differentialgleichung zwischen der Ver- 
anderang der Seite and den Veränderungen der sie bestimmenden Itich- 
tungen abgeleitet, and die CoefGcienten dieser müssen der ferneren 
Rechnung unterworfen werden. Für die Berechnung dieser Coefficien- 
ten verweise ich auf den Art. 103, wo sie ausführlich erklärt worden 
ist. Bezeichnet man nun allgemein die Veränderung der Seite, oder des 
Winkels, oder des Aggregats, wie oben, mit J2, die unbestimmten Aen- 
derungen der in Betracht kommenden Richtungen mit ilx{r),, und die 
Coefßcienlen dieser Veränderungen mit k{r)„ so ist der allgemeine Aus- 
druck für Jl, 
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J2 = ii-ft(r)..At(r). 
wo das eine Sunimenzeichen sich auf r, und das andere sich auf« be- 
zieht, da sehr wohl die RichtuDgen von mehreren Stationen in Betracht 
kommen können. 

a) Wenn auf einer oder mehreren der in Betracht kommenden Sta- 
tionen in jedem Gyrus alle Richtungen eingeschnitten worden sind, 
so selze man dir diese überhaupt 

{M,r), = k{r)., Q{M,r). = -^ 

ß) Wenn auf den in Betracht kommenden Stationen sich solche be- 
finden, auf welchen nicht in jedem, oder in keinem, Gyrus alle 
Richtungen eingeschnitten worden sind, und zwar 

a) Wenn drei Richtungen eingeschnitten worden sind, 
so sind za setzen, 

(M.1). = m. 

(M,2). = 4(ä). 

(M,3). = m. 

b) Wenn vier RicfatuDgen eingeschnitten worden sind, 
80 sind zu setzen und zu berechnen, 

(M,i). = *()). 

(M.2). = m. 

(Jf,3). = /t(3). 

(M,t), = ß.".ui). + r-'-m- + m. 

c) Wenn fünf Richtungen eingeschnitten sind, 

so kommt zu den unter b) angeführten Grössen noch die folgende hinzu, 

(Äf,5), ^ ß".h{%). + y/.fc(3), -I- ö:.k[i). -I- ft(B). 

u. B. w. wenn Stationen in Betracht kommen, auf welchen mehr wie 
fünf Richtungen eingeschnitten worden sind. Setzt man hierauf zur Ab- 
kürzung , die unter a) Bhnlich bezeichneten Grössen wo nöthig einge- 
schlossen, 

0(Jf,1). = f^, 0(M,2). = Ä?k, Q{l,,3), = ^_,etc. 
80 wird sogleich 

Ä= ilO(M,l)..(M,1).-|-0{M.2)..{itf,2), + Ö(tf,3)..(Jtf,3),-l-...| 

womit der erste Tbeil des gesuchten Gewichts gegeben ist. Um den 
zweiten Tbeit desselben zu erhalten, sind zuerst zu berechnen. 
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(/,¥) = i^|0(Jf,1),i,fl./). +ö(M.2),i;(2,/}, +QiM,3),.f}{SJ). +...\ 
(//.M)=sri^0(M,1),,(1,//), +Q{M,iU{iJI). -t-Q{M,3U(SJI). + ...\ 
{UlM) = i'|0{A^.<).-'j{1.///),+0(tf.2U(«.///),+0{M.3)..i;(3,///).+ ...} 
u. 6. w. bis alle BediDgungsgleichuDgen des DreieckSDetzes erschöpft 
sind. Au8 deo vorslehendea Grössen ergeben sich die folgenden, 
(//,4f,1) = [UM) + {lM){^)i 
[lilUA) = [IHM) + iJM){^)i 
(/r.Jf,4) = {lYM) + (/,tf)(4)i 

etc. etc. 

(///,Jf,2) = (///.M,1) + (//.if.1)(3), 
(/V^,2) = (/F,8f,1) -I- (//,W.l)(4)i 

etc. etc. 

(/F,M,3) = (/V,lf,2) + (///,if,2)(4)s 
etc. etc. 

etc. etc. 

statt deren man sieb auch der folgenden Ausdrücke bedienen kann, 
{//.J/,1) » [HM] + {lM)[%)i 
iIII.M,%) = {IHM) + (/.M)(3), + (//,irj){3), 
(IVM,3) = (lyM) + (/,if)(*)i + (//.itf.1){i)i + (///.J/,2}(4)3 
etc. etc. 

Nachdem man durch das eine oder das andere dieser beiden Sy- 
steme von Gleichungen die Grössen linker Hand berechnet bat, ergieht 
sich 

und das gesuchte Gewicht P wird 

'^ ~ RS 

In Bezug auf die Berechnung der Hulfegrössen [IIM,\), {HIM^), 
etc. aus den {I,M), {HM), [HI.M), etc. kann zu mehrerer Deutlichkeit 
bemerkt werden, dass sie genau dieselbe ist wie die, wodurch die 
Grössen FilH), f^///,2), etc. der Kndgleichungen im Art. U2 aas den 
F{I), F{U), F{IH), etc. berechnet wurden, wobei die Hulfsgrössen (2)i, 
(3)i, etc. (3)j, etc. etc. unverändert dieselben bleiben. 
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Mi. 

Zweites Verfahren. 
Da dieses Verfahren , dessen Erklärung im Art. 108 anßlDgt, sich 
nur wenig vom ersten unterscheidet-, so kann ich mich bei der Aufstel- 
lung der anzuwendenden Ausdrücke kurz fasseo. Der Haoptunterschied 
zwischen den beiden Verfahren besteht darin, dass bei dem gegenwar- 
tig in Rede stehenden auf jeder Station die Richtung, die man als die 
erste bezeichnet hat, gfinzücb aus der Rechnung weggelassen wird, und 
statt dessen die Unterschiede zwischen den übrigen Richtungen und die- 
ser eintreten. Eine Folge davon ist, dass der dieser ersten Richtung bei 
der Bildung der Stationstafelchen beigelegte beiläufige Werth zum de- 
finitiven wird , oder dass fllr jeden Werlh von 8 

x{\), =: y{i), B (\), , und tt(1). = z(i), =s 
werden. Eine andere Folge davon ist , dass man die Veibesserungen 
der genannten Unterschiede der Richtungen so betrachten kann , als wä- 
ren sie die Verbesserungen dieser Richtungen selbst, und also tiber- 
haupt 

W.. »M.. »M.. '{').. '{<■}., 

statt 

(>•).-(<). . »«.-»(I). . y(r)._j(1). , z{r),-z(1). , x(r).-»^1). , 
schreiben darf. 

Dass die Vorbereitungen der Beobachtungen, die in den Artt. 134 — 
1 36 erklart wurden , gegenwärtig dieselben sind , wurde schon dort an- 
geführt, aber auch die Aenderungen der (2,2,1),, (3,3.2),, elc. (//,n),, 
wenn auf verschiedenen Stationen verschiedene Gattungen von Beob- 
achtungen angenommen werden mtlssen , bleiben dieselben , die im Art. 
138 erklart wurden; es braucht also in den folgenden Zusammenstel- 
lungen darauf keine Rücksicht genommen zu werden, sondern es kann 
auf diese angezogenen Artikel verwiesen werden. 

145. 
1) Erster Theil der Auflösung, oder die Ausgleichung auf den 
Stationen. 
a) Wenn auf der Station in jedem Gyrus alle Richtungen eingeschnit- 
ten worden sind. 

Die Voi'bereilung ist ganz dieselbe als beim ersten Verfahren in 
diesem speciellen Falle, und die Werthe der y{r) sind wieder den arith- 
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metischen Mitteln ans den Beobachtungen der einzelnen Gyri gleich. 
Aach wird hier wieder 

(H,n) = 
wenn wie fiilher n die Anzahl aller eiDgescbnittenen Richtungen be- 
zeichnet. Aber die Übrigen Abkürzungen , die das erste Verfahren dar- 
bietet, fallen hier weg. Die Gleichungen, die der erste Theil der Auf- 
lOsnng enthält sind zu bilden, und aukulctsen. Nor werden diese Glei- 
chiingeo in dem hier betrachteten Falle einfocher, wie aaeserdem. Nennt 
man wie früher, das Gewicht der einzigen Gruppe von Gyris, die jetzt 
auf der Station votiianden ist, p, so werden die aufeulOsenden Glei- 
chnngen 

p ~w{i) — -?-tt.(3) — i«j(4) — etc. = 

- -?-a.(2) + p ^w(3) - ^«.(i) - etc. *= 

— -J-W2) — -^«»(3) + p ^w{i) — etc. = 

etc. etc. 

deren Anzahl n — 1 ist*'). 

Die Werthe der Unbekannten w(2}, k{3), etc., die diese Gleichun- 
gen geben, werden zwar Null, aber die Werthe der Coefficienten 

(2,2.1). (3,3,2), etc. ^, f, /', etc. etc. 
die aus der Auflösung hervorgehen, treten im zweiten Tbeil der Auf- 
lösung unserer Aufgabe eben so ein, wie in den unten folgenden Fallen. 
Man findet leicht, dass die analytischen Ausdrücke dieser CocfTicienten 
im gegenwärtigen Falle die folgenden sind, 
(8,S,() =p'-^ 
(3,3,2) = p\l^ 
{*.*.3) ~r'~ 



*) HAn bekommt iiemtich hier 

0' = 0" = 0" = elc. = p 
(p'p) = [VP") = ß^- — (pV) = etc. = etc. = -^- 
[U) = (fc") = etc. = 
und daher xufolge des Arl. I OH 

(«,S) = (3,3) = etc. = (S.S.!) = (.-J.S.I) = etc. = f'-J 
(2.3) = (2.3,1) = etc. = etc. = — -i 
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f = f = ^, 
^ = ,' = a" = ji, 

etc. 
die flir jeden Werth von n gelten *). 
ß) Wenn auf der Station nicht in jedem Gyrus , oder in keineni , alte 
Riebtungen eingescbnilten worden sind. 
so sind alle im Vorhergehenden a. a. 0. erklärten Vorbereitungen eben 
80 auszuftihren wie beim ersten Verfiihren , und darauf die folgenden 
Berechnungen vorzunehmen , die der Zahl der (iberhaupt eingeschoitte- 



*] Ich rühre Doch an, dass die Unbekannten der obigen Gleichongen, wenn 
man auf der rechten Seite derselben bez. m', m", m'", elc. statt Null schreibt, die 
Tolgenden einfachen Ausdrüclce haben, 

u,(2) = ""'+"'''+"'"'+ ■ - ■ 

m'^im"+wt"'+ . ■ ■ 



«.{3) = 

„(4) = .»'-i-m"-Hm'"+ . 



die sich auf sehr einhche Weise beweisen lassen. Wenn man daher, statt die arith- 
metiRchen Hiltet aus den Beobachtungen zu nehmen, und diese den y(r) gleich zn 
setzen , die vollständigen Torbereitungen , die im Vorbei^eb enden erkHrt sind, in Be- 
zug auf den gegenwärtigen Fall ausführt; demzufolge die vorläufigen Wertbe (l), (i), 
(3), etc. der Richtungen annimmt, für alle n RichtuDgen die m, m', m", etc. die 
Unterschiede zwischen den Summen der Beobachtungen und den entsprechenden Viel- 
fachen der (I), (3), (3), etc. bedeuten lasst, und diese so vorbereitet, dass 

f» -I- m' + m" + m'" + . . . = 
wird, so werden die Ausdrücke der Unbekannten, 

„(3) = *:=5!. 

«>(*) = ^ 

etc. 
Hiemit lässt sich leicht in Betreff des gegenwärtig in Rede stehenden Verfahrens 
der Beweis führen , dass diese Arbeilen überflüssig sind , und dass man eben so wie 
im ersten Verfahren sogleich die arithmetischen Mittel aus den Beobachtungen fUr die 
Wertbe der y(r) annebmea kann , wie oben verlangt wurde ; die Berücksichtigung der 
oben genannten CoefBcienten kann beim gegenwärtigen Verfahren aber nicht vermie- 
den werden. 
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Den Richtangeo entsprechend , entweder abzukürzen , oder weiter aus- 
zudehnen sind. 

Es sind zuerst zu berechnen 

{8,ä,i) =Q- (pY) 

(2,3,1) = _ (pV) 

(2,i,0 = - (fp") 
etc. 

(ä.M) - W 



{3,3,1) = 0" - (pY) 
(3,4,1) = - (pV) 



etc. 

(3,M) = (b-) 



(4,4,1) = r - (pv; 

etc. 



(4,1.1) = (t.-) 



(/i) wie oben Art. 1 37 ohne Ansnafame. 
In der Berechnung von (U) sind nemlich die pl, die zur ersten 
Richtung gehören mit aufzunehmen, dieses und, in den VorbereitungeD, 
die Mitverweodang derselben zum arithmetischen Mittel aus der Summe 
der Beobachtungen einer jeden Gruppe von Gyris sind aber bei dem 
gegenwärtig in Rede stehenden Verfahren die einzigen Falle , in welchen 
Grössen die dieser Richtung angehören , in die Rechnungen eintreten. 
Aus den obigen Coefficienten entstehen nun die folgenden Gleichungen 

(2,2.1)«j(2) + (2.3,1)w(3) + (ä.l.lH*) -»- = i^'i'^) 

(2.3.1}«.(2) + (3,3,i)w(3) + (3,4,1H4} -i- = (3,M) 

(2,i,1)ic(2) + (3,t,<}w(3) + (i.iJK*) + = (*.'.<) 

etc. etc. 

von welchen die unter a) erhaltenen einen speciellen Fall bilden. Die 
Auflösung dieser Gleichungen ist durch die folgenden Ausdrücke auszu- 
führen. 

P [i,«,i) • ' (i.i.i) ' " (1,1,1) ' *"*" * («,i,i) 

(3,3,2) = (3,3.1) -I- (2,3,1 )/f 
(3,4.2) = (3,4,1) -I- (V4,1)(S" 
(3,5.2) s= (3,6,1) + (2,5,1)/?" 
etc. 
(3./.2) = (3,M) + ii,^)^ 
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(4,4,S) = (4,i,() + (S.t.iy 
(4,6,2) = (4,5,1) + (2,6,1)," 
etc. 

(4,(,2) = (4,M) + (2,(,<)/ 



(6,6,2) = (6,6,() + (ä,,5,t),)" 

etc. 
(5,1,2) = (6,(,)) +(2.M).)" 



etc. bis 

(«,2) = («) + (2,(,1)/ 



(«,*.«) ^" ll.S.I) 

■ (S.l.Jl ' " — -fixv' 

(4,4,3) = (4,4,2) + (3,4,2)/' 
(4,5,3) = (4,5,2) + (3,5,2)/' 
etc. 
(4,(,3) = (4,/,2) + (3,;,2)/' 



(5.6.3) = (5,0,2) + (3,6,2)r 
etc. 

(5,1,3) » (5,i,2) + (3,/,2)r 

etc. bis 

(«,3) = («,2) + (3,(,2)/" 

(6.6.4) = (6,6,8) + (4,6,3)J' 
etc. 

(5,i,4) = (5,(,3) + H,l.3)y 



etc. bis 

CU) = («.3) + (4,»)/ 

■■■■''= |S,5,1) 

etc. bis 

(«,5) = (tf,4) + (6,1,4)/ 

etc. bis (//,n) 
Ferner sind zu berechnen 

r=f+r"'ß" I f=ll'+rif+H'ß" I ^=e"+,"'^'+/^"+,'-^^" 

I /'= S" +S',/" /= t" +j"/"+,'y"' 
I 11= .- +,-^ 

elc. 
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worauf man 

- ir(2) «= X + i"f + ff 4- /^' +. . . . 

- »(3) = %" + tf + if + . . . 

- •(*) = / + /<r + . . . ■ 

- «-(5) « / + . . . 
etc. etc. 

erhalt. Wenn auf der Station drei Hiclitungen eingeschnitten worden 
sind , so kommt im zweiten Theile der Auflöeun^ ausser den j/(r} und 
den Divisoren 

(2,2,1), (3.3,8) 
ohne Ausnahme noch die Grösse 

in Betracht. Wenn viei* Richtungen eingeschnitten worden sind, so kom- 
men ausser den ^(r) und den Divisoren 

(2.2.1), (3,3,2), (4.4,3) 
noch die Grössen 

/»". r. f 

in Betracht. Wenn fllnf Richtungen eingeschnitten worden sind , so 
kommen ausser den jr(r) und den Divisoren 

(2,2,1), (3.3,2), (4,4,3), (5,5,4) 
noch die Grössen 

f, f, r. r. f. *■ 

in Betracht , u. s. w. Man erhalt schliesslich , mit Ausnahme der y{\ ), 

y{r). = (r). + «-(r). 
Die Summe W^ sowohl wie die u{m)t werden eben so berechnet . wie 
bei dein ersten Verfahren, wobei nur zu bemerken ist, dass hier immer 
die ti)(1), =£ sind. 



146. 

2) Zweiter Tbeil der Auflösung. 

Die Bedingungsgleich ungen werden wieder eben so vorbereitet wie 
bei dem ersten Verfahren, nur werden in denselben alle 
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gesetzt, wodurch die damit multiplicirten Glieder wegfollen. Es braa- 
chen Dan hier die beiden Falle uater a) und ß) nicht von einander un- 
terschiedeo zu werden , da die Bechnungen in jedem derselben keioeD 
Unterschied darbieten. Alle Ausdrücke mUssen allgemein aufgestellt 
werden, da jetzt von keinem Gliede derselben im Voraus behauptet 
werden kann , dass es Null wird. Es sind zuerst ßlr jede Station , fttr 
welche alle q oicbl Null sind, die folgenden Ausdrücke zu berechnen, 

,(ä,/). = ,(2,/). 

1(3,/), - A". 9(2,/),+ }{3,/). 

,(i,/). = A-.«(2,/); + r:.q{3.1). + ,(t./). 

,(5,/). = A-.}(2,/). + ,.'.,(3,/), + C.9(t,/). + «(5./). 



hieranf 



OM.= it^. 0(3./). = ,5«. 

Ö(».'), = g^ , elc. 



(M. = 


0(2,/). 


+ A 


".0(3,/). + Ä 


".0(t,/). 


+ ft-.0(6,/). 


fi3,/). = 






0(3,/). + r: 


".0(t,/). 


+ r:-Qii.I). 


ntj). = 








0(i,/), 


+ »,'.0(5,/), 


/■(5,/). = 










0(6,/). 



Alle diese Grössen mUssen durch allmShlige Verwandelung der / in //, 
///, etc. wieder wie im ersten VerEahren auf alle Bedingungsgleichungen 
ausgedehnt werden. 

1 47. 

Die Berechnung der CoellBcienteD der Endgleichungen, und die 
Auflösung dieser wird nun hier genau eben so ausgeführt wie im ersten 
VerCahren, weshalb ich in dieser Beziehung auf den Art. HO u. f. ver- 
weise. Schliesslich wird wieder allgemein mit Ausnahme von z(1), 

A'l = fi'-J)A') + «>■.//),■(//) + nrjnum + ■■■ 

und mit Ausoahme von x{i), 

^<1. = >(•■). - K'). 
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womit die Auflösung der Au%abe beendigt ist. Auch die Berechnung der 
wahrscheinlichsteD Werthe der u{m), wird, wenn man diese kennen zu 
lernen wünscht, nach dem im Art. 1 i2 angeflihrten Ausdruck ausgeführt. 

U8. 
3) Berechnung der Gewichte. 

Da im Allgemeinen hier die Berechnung der Gewichte eben so 
ausgeführt wird wie bei dem ersten Verfahren , und nur die Aenderung 
eintritt, dass alle, etwa vorkommenden, sich auf die Richtungen x{i), be- 
ziehenden Grossen wegzulassen sind, so brauchen die Ausdrucke, die 
im Art. 143 vollständig angegeben sind, nicht wiederholt zu werden. 
Aber eine Gattung von Fallen ist vorhanden, in welcher die Berechnung 
der Gewichte anders geOihrt werden kann , und daher die sich darauf 
beziehenden Ausdrücke hier aufzunehmen sind. Es sind diese die Falle, 
in welchen das Gewicht irgend eines der Winkel x(r), — x{i), verlangt 
wird, die anders behandelt werden können, weil im gegenwärtigen Ver- 
fahren diese Winket die eigentlichen Unbekannten der Aufgabe sind. 
Die im Vorhergehenden entwickelleu Ausdrucke fUr die Berechnung der 
Gewichte der Unbekannten selbst sind , durch die hier eingeführte Be- 
zeichnung ausgedruckt, die folgenden. 

Es fällt nun nicht nur die Aufstellung der Function J2 , sondern es 
fallen auch alle Grössen weg , in deren Bezeichnung der Buchstabe M 
vorkommt. Zuerst ist die Grösse n(r], zu berechnen, die fUr verschiedene 
Werthe von r verschiedenartige Ausdrucke bekommt. 

Für r w 2 ist 



"(2). 




fltr r SB 3 ist 




»(3), 


(.,M).+ (M..).+ 1M,*).+ 


fcr r = t ist 




"(*). 


- * 1 *'•" 1 


für r si 5 ist 




-(5). 


(S.ft.t)* "*" ■ " 



u. s. w. wenn auf der Station mehr Blchtungen eingeschnitten worden 
sind. Femer sind tUr jeden Werth von r, mit der Ausnahme r =s 1 , zu 
berechnen, 
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nr.n.1). = f{rM). + f(rJ)..{i), 

f{r.m.i). = f{r.lll). + f{r.I). . (3), 

flr,m). = nr.lY). + f{r.I). . (t), 



/•(r,///,2). = f{r.III,i). + f{r,n.l). 
Ar,/V,ä), = firJYJ). + {(,.n.\). 
etc. 


■(3) 

■(*) 



Kr,/V,3), = rtrJF.ä). + /■(r,/I/,2). . (*), 
etc. 

die auch auf dieselbe Weise aufgestellt werden können, wie die analogen 
Grössen des Art. 1 43, nemlich 
/■(rJ/.i). =/-(r,//), +/'(r,/),.(2), 

Ar,///,8), = Ar,//;), + An/X-ia). + /•(-•.'/.'). -(3). 

Ar,/V,3). = f(r.lV), + f{r.I),.W, + «f ,//,(),. (4), + f{r.m.t)A^)> . 

etc. etc. 

und jedenfalls fortgesetzt werden müssen bis alle Bedingungsgleichungen 
erschöpft sind. Es wird hierauf 

„M — nr,li.^ , tir,!!.*).^ , Ar./»,«).' , fjr.lV.S].' 

^^'/» — {iji ^ [j/,//,i) ^ (/;/,///,») ^ i/F,/v,») ^ • ■ • 
und 



wenn wieder P das gesuchte Gewicht bezeichnet. 

§. 7. BerecIuaBg der mittlerea Fehler der AwA das rarha^ehei^ 
Verfahrea erbalteneB Resaltate. 

U9. 

Es sind mehrere Ausdrucke zur Berechnung des sogenannten 
wahi-scheinlichen Fehlers einer Bestimmung vorbanden, aber von diesen 
nur der folgende in allgemeinem Gebrauch, 

wahrscbeini. Fehler = 0.67*45 |/-^ 

wo W die Summe der mit ihren Gewichten mnltiplicirten Quadrate der 
Übrig gebliebenen Fehler, und m die Anzahl der Bestimmungen oder 
Beobachtungen bedeuten. Ausserdem hat Gauss noch den Begriff des 
minieren zu befürchtenden Fehlers, den man häufig auch schlechtw^ 
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den mittleren Fehler oennt, angestellt , und durch den folgenden Ans- 
dnick definirl. 



mittl. z. bef. Fehler ss ]/-^^ 



wo TV und I» dieselbe Bedeutung haben wie vorher, und n die Anzahl 
der von einander unabhängigen Unbekannten bezeichnet. 

Ohne mich in eine Discussion der inneren Grande einzulassen , auf 
welchen diese beiden Ausdrücke beruhen, will ich blos die numerischen 
Werthe, die daraus in verschiedenen Fallen hervorgehen, mit einander 
vergleichen. 

Je grösser m bei unverändert angenommenem Werthe von n wird, 
desto mehr näbem sich die Werthe der beiden Ausdrucke einander , die 
beide, wenn m = co wird, den Werth Null geben. Bei sehr grossem m 
in Bezug auf n können daher schon die Besultate beider Ausdrücke für 
einander gleich erachtet werden. Wahrend dieses an der oberen Grenze 
stattfindet , bildet sich an der unteren Grenze ein ganz davon verschie- 
denes Verhalten. Betrachten wir, um dieses zu zeigen, den extremen 
Fall m as n, nemlich den Fall, in welchem die Anzahl der vorhandenen 
Beobachtangen oder Bestimmungen der Anzahl der von einander unab- 
hängigen Unbekannten gleich wird. Die Methode der kleinsten Qua- 
drate schliesst diesen Fall nicht aus, denn die Gleichungen und sonstigen 
Ausdrucke, auf welche sie führt, finden in demselben, wie man oben 
gesehen hat, ohne Abänderung volle Anwendung. Es müssen daher 
auch die beiden hier aufgestellten Ausdrucke des wahrscheinlichen und 
des mittleren Fehlers ihre volle Geltung behalten. 

Da aber jetzt allen vorhandenen Beobachtungen vollkommen GnUge 
geleistet wird, so bekommt man W ^ 0, und folglich wird nach dem 
ersten Ausdruck auch der wahrscbeinlicbe Fehler dieser Bestimmung 
= 0, welches gewiss unrichtig ist. Im Ausdruck des mittleren Fehlers 
hiogegen wird nicht nur tV = 0, sondern auch m s= n, und der Aus- 
druck giebt daher in diesem Falle den mittleren Fehler = -J, das ist 
unbestimmt. Dieses ist das richtige Resultat, denn in dem Falle, der jetzt 
betrachtet wird , kann man weder den wahrscheinlichen noch den mitt- 
leren Fehler bestimmen, sie bleiben daher beide unbestimmt. 

Aus diesem Grunde muss in den Fallen , in welchen m nicht viel 
grösser ist wie n, der Ausdruck des mittleren Fehlers eine genauere Be- 
stimmung gew&hren, wie der des wahrscheinlichsten Fehlers, und da, 
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wie wir gesehen haben, beide Ausdrucke bei wacbseadem m zu gleichen 
Werthen hiaslreben , so ist in allen Fallen die Berechnung des mittlereD 

Keblei's der des wahrscheinlichen vorzuziehen. 

läO. 

Aus den vorstehenden Gründen soll in der Anwendung auf unsere 
Hauptaufgabe nur die Bestimmung des mittleren Fehlers durch den 
Ausdruck 

betrachtet werden. Die Berechnung der Grösse W ist schon oben ge- 
zeigt worden, und daher hier nur die Berechnung von m und m eu er^ 
klären. Da die Resultate der Einstellungen der Richtungen auf den ver- 
schiedenen Stationen mit l nebst angehängten Strichen bezeichnet worden 
sind, 60 ist klar dass 

m SS der Anzahl aller vorhandenen l ist. 
Die Unbekannten unserer Au^abe sind einestheils die Richtungen x, und 
aodemtheils die u, die der Anzahl der Überhaupt vorhandenen Gruppen 
von Gyris gleich sind. Da aber auf jeder Station nur die Unterschiede 
der Richtungen von Giner derselben fest bestimmbar sind , so ist von 
der Summe der x und der u die Anzahl der Stationen abzuziehen, und 
da die hi^^us hervorgeheode Anzahl von UnbekanDten durch die Be- 
dingungsgleichungen von einander in Abhängigkeit stehen, so ist noch 
die Anzahl der Bedingungsgleichungen davon abzuziehen. Die so er- 
haltene Zahl ist n. Bezeichnet man nun durch ein der Bezeichnung der 
betr. Grosse vorgesetztes A die Anzahl aller Grössen dieser Gattung, 
so dass 

(Ai) die Anzahl aller l, 

(Ax) die Anzahl aller x, 

{Au) die Anzahl aller u, folglich die Anzahl aller Gruppen von Gyris. 

{As) die Anzahl aller Stationen, 

{Ab) die Anzahl aller Bedinguagsgleichungen 
bedeuten, so vnrd, wenn zur Abkürzung 

D =: {A[)-t~ {As) + [Ab) - {Ax) - (Au) 
gesetzt wird, der 

■»•/■■ = v^ 
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*] and da dieser Aasdruck den mittlerea Fehler einer Beobachtung der 
GaUoDg giebt, deren Gewicht =: 1 gesetzt worden ist , so giebt er in 
seiDer Anwendung auf das eben ausgeführte Hauptbeispiel den m. f. 
einer einzelnen Beobachtung einer Richtung, indem das Gewicht einer 
solchen Beobachtung = 1 angenommen worden ist. 

161. 

Wenden wir nan den eben abgeleiteten Ausdruck auf dieses Bei- 
spiel an, so erhalten wir aus dem Art. 95 

W = 212.636 

und die Anzahl der Gruppen von 

Gyris 



Die Anzahl der I »t auf den Sla 




lionen 


(<) 




. 57 


{«) 






. 21 


(8) 






9 


(♦) 






. 9 


(8) 






6 



{At) = 103 
und ferner sind 

(Ar) = 1 9 . (As) = 5 , (Ab) = 
Folglich Z) as 5i, und hieraus bekommt man den 

m. f. einer einzelnen Beobachtung 
einer Richtung ss 1"984 



(Au) = iO 



*] Man kann bemerkea, dass dieser Ausdruck in den von Gluss in s«nem 
Supplemenlum Iheohae contb. etc. für den dort behandelien speciellen Fall gegebenen 
übergehl, wenn man die erforderlichen Bedingungen einführl. Der Gausaische Aus- 
druck, in'die hier eingerührte Bezeichnung übersetzt, ist 

"■'■ y {Abi 

und die Bedingungen des von Gauss bebandelten Falles sind 

(.1«) = {As) , [Aös) » [At) 
Führt man diese in die Ausdrücke des Textes ein, so wird 

D = {Ab) 
und der vorstehende Ausdruck'gebl daraus hervor. 
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Will man auch die mittleren Fehler der Resultate , Dir welche oben die 
Gewichte b^^chnet worden siad , keanen lernen , so dient dazu der 
Ausdmck 

mf- => VT 
wenn F den mittleren Fehler der Beobachtungen , denen das Gewichl 
= 1 beigelegt worden ist, ~- hier den oben gefundenen m. f. — , und 
P das Gewicht des betr. Resultats aus den Beobachtungen bezeichnen. 
Id den Artt. 97 bis 103 ergaben sich für 

den Winkel (3)(1)(5} das Gewicht » 13.46 
» (fc)(1)(a) . - = 21.29 

(5)(2)(3) . » = 3i.8 
» . {5){3)(2) » » SS 15.58 

das Aggregat «(1 )3-t-x{i }> « . = 67.37 
» . u[8)i+a;(4), » » =s 50.00 

die Seite (1)(3) > • » 3(1.2 

und der vorst^iende Aasdruck giebt daher der Reihe nach die 
m.f. = 0"541 
SS 0.430 
= 0.336 
= 0.503 
= 0.242 
= 0.281 
= OH 07») 



*] Gaass hat in seiner eben angezogenen Abhandlung in Bezug auf s«oe 
Triangulation berechnet und gefunden, den 
m. f. der Seile 

Fatkeoberg-Breithom = O^llO» 
und ich habe später für dieselbe Triangulation nach den obigen Formeln bere^^"^ 
and gefunden, den 

m, /. des Winkels 

Wilsede, Falkenberg, Wulfsode = 0"3S6 
und den 

m. f. des Winkels 

Hauselberg, Wulfsode, Falkenberg ^ 0''3S3. 
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152. 

Ausserdem ist im An. 130 noch das Gewicht der Seite {1)(2) un- 
ter zwei Annahmen berechnet worden. In der Annahme der einzig ge- 
messenen Grundlinie {1)(3) wurde dasselbe = 738.0, und in der An- 
nahme, dass die zwei Grundlinien (1)(3) und (2!)(4) gemessen worden 
seien =: i105 gefunden. Wendet man den obigen Ausdruck hierauf an, 
so findet man Für die Seite (1 ](2) im ersten Falle den 

m. f. = O^OTSO 

und in dem zweiten Falle den ^ 

m.f. =i O^OUO 

Das Hinzukommen einer zweiten Grundlinie hat also die Genauigkeit 
dieser Seite um mehr wie das Doppelte vergrössert. 

Ich bemerke hiezu , dass strenge genommen fllr den Fall der zwei 
Grundlinien der m. f. einer Richtung von Neuem hatte berechnet werden 
müssen, da wegen des üinzukommeas von noch einer Bedingungs- 
gleichung der Nenner D des bez. Ausdrucks sich um eine Einheit ver- 
grössert. Da dieses jedoch hier nur einen unbedeutenden Einfluss auf 
das obige Besultat hatte äussern können , so habe ich keine Rtlcksicht 
darauf genommen, und der oben angegebene zweite m. f. der Seite 
('l)(ä) ist ein Weniges grösser, wie er strenge genommen sein würde. 

§. 8. Nuktrag n der «fiMUtiseke Hitcnickogea« betitelte 
Abkaidlug. 

133. 

Ich bin darauf aufmerksam gemacht worden , dass in der in der 
Ueberschrift angezogenen Abhandlung kein Verehren angegeben ist, 
durch welches man mit erforderlicher Sicherheit in einem schon aus- 
geglichenen Dreiecksnetze lange geodätische Linien bestimmen könne. 
Es ist richtig , dass dort kein Verfahren für diesen Zweck beschrieben 
ist, aber die dort gelösten Hauptaufgaben bilden die Grundlagen, nicht 
nur dazu, sondern auch zu vielen andern Aufgaben, und es wtlrde zu 
weit geführt haben, wenn ich diese alle hatte mit aufnehmen wollen. 
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Ich will indess hier die AuflOsoog der oben geaanDten Au%abe 
geben, obgleich sie so nahe liegt, dass Jeder sie sich hätte entwickeln 
können. 

Die folgende Figur soll i^end ein Dreiecksnetz darstellen , in wel- 
chem die Winkel schon ausgeglichen sind , und in dem die Endpunkte 
mit den Zahlen (1) bis (1 1} bezeichnet sind. 




In diesem Dreiecksnetze habe ich mich begnttgt, blos die Hanpt- 
dreiecke aufzunehmen, und dagegen die Richtungen oder Diagonalen. 
die man mit eingeschnitten hat, um die zur Ausgleichung der Winkel 
erforderlichen Bedingungsgleichungen zu erhallen , weggelassen. Diese 
letzteren sind für den jetzt zu verfolgenden Zweck im AllgemeineD 
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Uberflossig, und sollten sie in der Anwendung in einzelnen Fallen natz- 
lieh werdea können , so kann man sie ebne Weiteres aocb au&eichnen 
und anwenden. 



154. 

Ich n^me nun an , dasa an den Punkten (1 ) ood (7) dieses Drei- 
ecksnetzes die Polhohen und das Azimuth einer der dort zusammen- 
lanfi^den Dreiecksseiten astronomisch bestimmt sei , und man die Pol- 
hohe von (1), so wie das Azimuth der geod&üsohen Linie (IJC?) am 
Punkte (1) auf den Punkt (7) geodätisch übertragen wolle, um diese 
Grossen mit dem am Punkte (7) astronomisch bestimmten zu vei^leichen. 

Za dem Ende ziehe man die geodätische Linie ( I )(i), und betrachte 
das spharoidische Dreieck (1)(S)(i), in welchem die Seiten (1)(2] und 
{S!)(i] nebst dem eingeschlossenen Winkel bekannt sind. Man berechne 
dieses Dreieck erat beilauSg , indem man es als sphärisch oder gar als 
eben betrachtet, wozu die Anwendung von höchstens fünfstelligen Lo- 
garithmen mehr wie ausreichend ist. Man erhalt hiemit hinreichend ge- 
naue Data um nach den Ausdrücken des Art. 128 der angezogenen Ab- 
handlung die Unterschiede zwischen den BpbHroidischen und den sphä- 
rischen Winkeln mit erforderlicher Genauigkeit berechnen zu können. 
Durch den bez. Unterschied verwandele man den sphäroidischen Winkel 
(1)(äX4) in den bez. sphärischen, und berechne hierauf durch die sphä- 
rische Trigonometrie die S^te (1)(4) und die beiden anliegenden Winket 
mit hinreichender Scharfe. Die gefiiodene Seife bedarf keiner Verbes- 
serung, aber die beiden mit berechneten Winkel werden durch die ob«i 
genannten vorher berechneten Unterschiede auf ihre Werthe auf den 
Spharoid hiogetührt. 

In dem Dreiecke (1){5)(i) sind nun wieder zwei Seilen nebst dem 
eingeschlossenen Winkel bekannt, und nachdem dieses auf die nemliehe 
Art bdiandelt worden ist, werden im Dreiecke (1)(5}(7) zwei -Seiten 
nebst dem eingeschlossenen Winkel bekannt, aus welchen auf die nem- 
lidie Art die verlangte geodätische Linie (1](7) nebst den beiden anlie- 
genden spbaroidischen Winkeln erhalten werden. 

Aus der Polhohe des Pnnkts (1) und dem Azimuth der Linie (1)(7) 
an diesem Punkte, welches man auch durch die vorbeschriebene Bech- 
Dung aus dem daselbst astroncxBisdi bestimmten Azimuth einer Dreiecks- 
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seite erhalt , oebsl der gefuodeDen LSoge der geodätischen Linie kann 
man nun durch die &rste Hauptaufgabe der angezogenen Abhandlung 
(cf. Art. 10 u. f.) fUr den Endpunkt (7) die PolbOhe, den Langenunler' 
schied mit(1), und das Azimuth von(1}(7) berechnen, und mit den astro- 
nomischen Bestimmungen dieser Grössen vergleichen. 

Man kann dieses auch auf andere Weise ausfuhren. Durch die 
zweite Hauptaufgabe der angezogenen Abhandlung (cf. Art. 51 a. f.} 
kann man aus den Polhöhen der Punkte (1) und (7) und dem Langen- 
unterschiede derselben die Länge der geodStischen Linie (1 )(7) und die 
Azimuthe an ihren Endpunkten berechnen, und diese mit den ander- 
weitig gefundenen Werthen derselben vergleichen. 

Endlich kann man auch den Inhalt des vierten Abschnittes der an- 
gezogenen Abhandlung anwenden, und (cf. Art. 154 u. f.) aus der wie 
beschrieben gefundenen Länge der geodätischen Linie (1)(7) und den 
astronomisch bestimmten PolhOhen dieser Endpunkte den Längenunter- 
schied derselben so wie die Azimuthe von (1 )(7) berechnen , und diese 
mit den anderweitig erhaltenen Werthen dieser drei Grössen vergleichen. 

Die a. a. 0. entwickelten Auflösungen dieser drei Aufgaben sind 
unbeschränkt anwendbar, wie lang auch die Linie (1)(7) sei, und welche 
Lage sie auch auf dem ErdsphAroid habe. 



Zum Inhalt des vor. Art. sind einige Bemerkungen aufzustellen. 

In der Anwendung wird man in der Regel nicht mit einer so ge- 
ringen Anzahl von Dreiecken zur Berechnung der aufgegebenen geodä- 
tischen Linie ausreichen wie in diesem fingirten Dreiecksnetze der Fall 
ist, sondern eine grossere Anzahl derselben berechnen müssen. 

Die Anzahl der zu berechnenden Dreiecke wird man oftmals da- 
darch kleiner machen können, dass man die Diagonalen der Vier- oder 
Mehrecke mit benutzt, die zur Ausgleichung des Dreiecksnetzes mit ein- 
geschnitten worden sind; auch kann man zum vorliegenden Zweck 
Diagonalen berechnen und b^iutzen , die bei den Messungen nicht mit 
eingeschnitten worden sind. 

Man kann in jedem Dreiecksnetze die hier in Rede stehenden Rech- 
nungen auf verschiedene Arten, nemlich durch Benutzung anderer Drd- 
eckspnnkte, wie die oben angegebenen, ausfuhren. 
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In den ersten zu berech oenden Dreiecken, die von alleo imnier die 
kleinsten sind , kann man einen Schritt weiter gehen , wie im vor. Art. 
beschrieben ist. Man kann die Winkel derselben, nachdem sie vom 
sphfiroidischen auf spfatkriBche hiagefllhrt worden sind, hierauf aaf ebene 
hinfuhren, and das bez. Dreieck alsdann als ein ebenes börecbneD, wor- 
auf die Winkel des Resultats wieder erst auf sphttrische, und daranf auf 
spharoidische hiozufllhren sind. 

In den ersten kleineren Dreiecken wird gemeiniglich die Reduction 
der sphtlroidischeD Winkel auf sphärische so klein , dass man sie Über- 
geben kann, aber so wie die Seiten, und damit auch die Dreiecke selbst 
grösser werden, können diese Reductionen sehr merklich werden. 

Das Verfahren des vor. Art. ist nicht unbegrenzt anwendbar, denn 
die Ausdrucke des Art. 128 der angezogenen Abhandlung hOren auf 
ausreichend genau zu sein, wenn die Dreiecksseiten eine gewisse Grösse 
übersteigeD, die obngefähr auf 20<* festgesetzt werden kann. 

1 56. 

Um zu zeigen, wie man veriabren kann, wenn die zu berechnende 
geodätische Linie die eben genannte GrOsse erreicht oder übersteigt, 
kehren wir zu dem im Art. 1 53 verzeichneten Dreiecksnetze zurück und 
nehmen an, dass die geodätische Linie (1}(11) nebst den anliegenden 
Winkeln zu berechnen sei, und dass diese die angeführte Grenze über- 
steige. Mao kann nun in einem Zwischenpunkte , (Ur welchen die be- 
treffenden Linien die angeführte Grenze nicht erreicht haben, z. B. in 
(7), abbrechen , und diesen zum Ausgangspunkt neuer geodätischer Li- 
nien annehmen. Aus dem Dreiecke (5}(8)(1 0) kann man die Linie (8)(1 0] 
nebst den anliegenden Winkeln berechnen, und erhält hierauf durch das 
Dreieck (7)(10)(11) die Linie (7)(11] nebst den anliegenden Winkeln. 

Da nun, um (1)(11) zu erhalten, das sphäroidische Dreieck (1)(7)(11) 
zu berechnen ist , und man durch die vorhergehend angeführten Regeln 
die Polhöhe von (7) und die Azimulhe der Linien {1)(7) und (7)(H) an 
diesem Punkt berechnen kann, so lässt sich durch Anwendung der Auf- 
gabe des Art. 74 u.f. der angezogenen Abhandlung das Dreieck (1](7}(1'(} 
vollständig berechnen , wie gross es auch sei, da die Auflösung , die ich 
von der zuletzt genannten Aufgabe gegeben habe, keiner Beschränkung 
unterworffen ist. 
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Wttre die Lüiie (4)(1'1) noch laoger, so bann tnan, statt Eines, meh- 
rere Zwischenpankte annehmen, and die somit eDtstehenden grossen 
spbSnnäBobeB Dreiedce immer durch die zoletzt aof^eftlhrle Aufgabe 
mit jeder wttDBcheoswerthen Genaaigkeit berechnen. Man sieht hieraus, 
dass die « diesem § geteilte Aufgs^ in dem Inhalt der oft angezt^eneo 
AbbaodlBng in mttgtiobst ^'Osser Auadebnang and mit jeder wünscben»- 
wertbeo Genanigbeit ihre Auflösung findet. 



Druckfehler. 
Pag. 801 Z. 10 V. 0. hes O^OSIO statt 0"H)130 
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Suppl. 1. Reflexionen über die Anlage nnd die 
Ausfühmng eines Dreiecksnetzes. 

§ 1. Allgemeine Betrachtungea. 
1. 

In früherer Zeit, wo die Ausgleich ungstheorie unbekannt war, 
and man die Dreiecke, aus welchen ein Dreiecksnetz besteht, gemei- 
niglich blos an einander reihte, war es strenge, und der damaligen 
Sachlage vollkommen angemessene Vorschrift, dass in jedem Dreieck 
alle drei Winkel beobachtet werden musslen. Die Summe der aus den 
Beobachtungen hervorgehenden Werthe der Winkel eines Dreiecks war 
damals die einzige Controle, die man sich in Bezug auf die AusRlhrung 
der Beobachtungen verschaffen konnte, und die gleichmSssige Verlhei- 
lung des Unterschiedes zwischen dem Betrage dieser Summe und dem 
theoretischen Werthe derselben auf alle drei Winkel die einzige Aus- 
gleichung, die man kannte. 

In Bezug auf die Grösse der Winkel der Dreiecke schrieb man ein 
Minimum vor, welches nicht überschritten werden durfte, man verordnete 
z. B. dass, ohne Ausnahmen zu gestatten, in keinem Dreiecke Winke) 
vorkommen dürften , die kleiner wie 24" waren, welche Zahl man hie 
und da auch auf SO" erhöht hat. In dieser Beziehung ist man zu weit 
gegangen , denn es Ifisst sich beweisen , dass unter Umstanden auch in 
an einander gereihten Dreiecken die kleinsten Winkel zulassig sind, 
indem sie auf die Genauigkeit der daraus folgenden Dreiecksseiten nicht 
den geringsten nachtheiligen Einfluss austlben ; dieses wird weiter unten 
bewiesen werden. 

Auch die erlaubte Grösse des Unterschiedes zwischen der beob- 
achteten Summe der Winkel der Dreiecke und dem theoretischen Werthe 



,y Google 



t P. A. Hansen, 

derselben beslimmte man. Es ist dieses freilich in gewissem Sinne eine 
Bestimmung der erlaubten Grenze des mittleren Fehlers der Beobach- 
langen an sich , aber eine sehr mangelhafte und onvollknumene. Es 
lüsst sich indess nichts dagegen sagen , da sie in einer Zeit getroffen 
wurde, in welcher die Bestimmung des mittleren Fehlers der Beobach- 
tungen entweder unbekannt, oder doch nur Wenigen bekannt war. 

Man bestimmte ferner die erlaubte Fehlergränze der Dreiecksseiten, 
die man, ohne auf die Lage dieser Seiten im Netze Rücksicht zu nehmen, 
durch eine unveränderliche Verhältnisszahl ausdrückte. Man hat z. B. 
verordnet, dass in den Dreiecken erster Ordnung diese Fehlergränze 
1 o'a a j der Länge der Dreiecksseiten nicht übersteigen dürfe. Wie 
man grade auf diese Zahl gekommen ist, lässt sich schwer einsehen, da 
man in jener Zeit keine Hulfsmitlel besass, den mittleren Fehler eines 
durch geodätische Operationen erlangten Resultats berechnen zu können. 
Aber abgesehen davon, ist jede derartige Bestimmung unhaltbar, denn 
davon konnte man sich doch wohl in jener Zeit schon überzeugen, dass 
die mittleren Fehler der Dreiecksseiten, von der gemessenen Grundlinie 
an, sich immer mehr und mehr vei^rSssem müssen, je grösser die 
Anzahl der Dreiecke ist, die zwischen der Grundlinie und der betreffen- 
den Dreiecksseite liegen. Man gab hiemit eine Fehlergränze an , die 
wenn sie auch fUr Dreiecksseiten, die in der Nähe der Grandlioie liegen, 
eingehalten werden konnte, bei Dreiecksseiten, die von dieser sehr 
entfernt liegen, gewiss nie hat eingehalten werden können. Wenn man 
solche Dreiecksseiten aufweisen können sollte, die um weniger, wie die 
oben genannte Zahl, von einander abweichen, so ist gewiss der Zufall 
zu Hülfe gekommeD, und der zufällige Fehler, den die directe Ver- 
gleichung gegeben hat, ist grade weit kleiner gewesen, wie der mittlere. 
Man wird weiter unten die Zunahme der mittleren Fehler der Dreiecks- 
seilen untersucht finden. 

Die Festsetzung einer Fehlergränze der Dreieckeseiten neben der 
der Beobachtungen bildet aber, auch wenn man sie von Dreieck zu 
Dreieck veränderlich annehmen wollte, einen theoretisch«! Widern 
Spruch. Denn aus den mittleren Fehlern der Winkel allein folgen schon 
in jedem einzelnen Falle die mittleren Fehler der Seiten durch bestimmte 
und unabänderhche , mathematische Relationen. Indem man also beide 
Fehlergränzen im Voraus bestimmte, betrachtete man zwei Feblerbe- 
Stimmungen von einander als unabhängig, die in der That von einander 
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abbüngig sind, und konnte somit dem geschicktesten nnd gewissenhalte- 
Bten Tngonometer die Verl^enheit berdten, dass er, obgleich seine 
Winkelmessuogen unter der erlaobten FeblergrSnze geblieben waren, 
dennoch die voi^eschricbene f'ehlergrsnze in den Seiten nicht inoe halten 
konnte. Es waren noch dazo die Mittel , deren man sich bediente , am 
die Fehler der Seiten zo erkennen sehr nnvollkommen und mangelhaft. 
Man verglich die Werlbe einer and derselben Dreiecksseite, die aus 
zwei verschiedenen Triangulationen hervorgegangen waren , mit einan- 
der, ohne zu berücksichtigen, welchen Werth jede dieser beiden Bestim- 
mungen hatte. Es ist sogar bei solchen Vergleichungen vorgekommen, 
dags man die eine Bestimmung der Seite stillschweigend als absolut 
richtig betrachtet, und den Unterschied, den die Vergleichung ergab, der 
anderen Bestimmung derselben ausschliesslich zur Last gelegt hat. Es 
lassen sich von solcher Behandlang dieser Sache Falle aoFuhren. 



Seit der Einführung der Ausgleichungstbeorie haben sich die vorbe- 
nannten Umstände sehr geändert, in der Anlage und Ausführung eines 
Dreiecksnetzes ist jetzt ein weit grosserer Spielraum gestattet, und man 
kann sich von dem Erfolge, den man erreicht bat, eine sichere und voll- 
standige Vorstellung verschaffen. Die Falle in welchen ein kleiner Winkel 
vermieden werden muss, stehen jetzt viel vereinzelter da, die Noth- 
wendigkeit in jedem Dreiecke alle drei Winkel beobachten zu mUssen 
fUHt weg, und mau kann daher io Gegenden, wo die Beschaffenheit der 
ErdoberQsche früher der Ausführung eines guten Dreiecksnetzes fast 
unüberwindliche Schwierigkeiten darbot, ein solches mit weit grösserer 
Leichtigkeit herstellen. Die Ursache davon liegt in dem Umstände, dass 
man eine grössere Anzahl von. Bedingungsgleichungen verschiedener 
Gattung in das Dreiecksnetz nicht nur einführen , sondern auf die vor- 
tbeilhafteste Weise benutzen kann*]. Die sichere Vorstellung von dem 
E^fo^;e der Arbeit erlangt man dadurch , dass man sich in den Stand 
gesetzt sieht, die Gewichte und die mittleren Fehler der einzelnen Stücke 



*) Man hat vor der Einführung der Ausgleichungatbeorie zwar auch io cinzelaen 
Fällen die Anlage eines Dreiecks netzes so ausgeführt, dass ea eine grössere Anzahl von 
Bcdingung!iglcichungen darbot, wie die, die aus der Summe der Winkel der einzelnen 
Dreiecke hervorgehen , aber man hat diese Bedingungsgleichungen nur auf sehr un- 
vollkommene Art zu benutzen veratanden. 
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des DreiecksDeizes berechnen zu köoneD. Das einzige Eriterion, weldies 
die Wissenschaft besiUt, um die Sicherheit zu bestimmen, mit welcher 
irgend eine Function der Beobachtungen, vermöge der Abhängigkeit 
derselben von den Beobachtungen, durch die letzteren bestimmt wird> 
bietet die Berechnung des Gewichts der Function dar. Der mittiere Fehler 
der Bestimmung dieser Function ergiebt sich hierauf durch die Verbin- 
dung dieses Gewichts mit dem mittleren Fehler der Gattung von Beob- 
achtungen, deren Gewicht der Einheit gleich gesetzt worden ist. 



Die Formeln TUr die Berechnung, sowohl der Gewichte irgend 
welcher bestimmten Function der bei der Messung eines Dreiecksnetzes 
erhalteneD Beobachtungen, wie der mittleren Fehler sind in der Abhand- 
lung abgeleitet und gegeben worden ; wir wollen hier die Wirkung der 
BedingungsgleichuQgen des Dreiecksnetzes auf die Gewichte untersuchen. 
Bezeichnen wir irgend ein Gewicht wieder mit P, so ist zufolge der 
Abhandlung 

'^ HS 

WO R und <S Grössen sind, deren jede aus einem Aj^regat von Gliedern 
besteht, deren jedes nothwendiger Weise positiv ist. Denn in jedem 
ist der Zähler ein Quadrat, and der Nenner eine Grösse, die der Natur 
der Sache nach stets positiv ist. Ferner ist R immer von den Bedin- 
gungsgleichungen unabhängig, wahrend S eine Function dieser ist. Die 
Zahl der Glieder, aus welchen S besteht, ist im Allgemeinen der Zahl 
der Bedingungsgleichungen gleich, es kann sich jedoch ereignen, dass 
von diesen Gliedern Eins oder mehrere gleich Null werden. Ja es 
giebt sogar einzelne besondere Falle., in welchen alle Glieder, und 
folglich auch S selbst , gleich Null werden. Hieraus folgt schon , dass 
das Vortiandensein von Bedingungsgleichungen die Gewichte im Allge- 
meinen immer vergrössert, denn dem Vorhergehenden zufolge ist immer 
/t>il — S. Man kann in vielen Fsllen die Gewichte auf mehrere Arten 
berechnen, indem sich oft die Gleichungen, von welchen man ausgehen 
mnss , anf verschiedene Arten aufstellen lassen , und dadurch kann der 
Fall eintreten, dass bei diesen verschiedenen Berechnungsarien beide 
Grössen R und S verschiedene Werthe annehmen, aber die Werthe, 
die sie annehmen , sind immer so beschaffen , dass fUr jede einzelne. 
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be&Ummte FuDCttOD der Werth von R—S, und folglich auch der von P 
derselbe bleibt. 

NebmeD wir nun an , dass man vod den vorhaodeDen Bedinguogs- 
gleichuDgeQ Eine wegläset, so besteht die einzige Vei^nderung, die der 
Ausdruck des Gewichte erleidet, darin, dass das betreffende Glied des 
Ausdrucks von S wegfällt, wenn es nicht ohnehin Null war. Es wird daher 
das Gewicht P der betreffenden Funclioo kleiner, wenigstens nie grösser. 
Im entgegengesetzten Falle, nemlicb wenn zu den bisher vorhandenen 
Bedingungsgleichungen eine neue hinzukommt, l&sst sich eben so be- 
weisen, dass das Gewicht P grösser, wenigstens nie kleiner wird. Da 
die Falle, in welchen weggelassene, oder hinzugefügte Bedingungs- 
gleiohungen keine Wirkung auf ein Gewicht haben, immer vereinzelt da- 
stehen, und wenn eine solche Bedingungsgleichung auf Ein gewisses 
Dreieckssttick keine Wirkung ausübt, gewiss andere DreiecksstUcke vor- 
handen sind, in Bezug auf weldie die Wirkung statt Gndet, so kann man 
den allgemeinen Satz aussprechen, dass die Vermehrung der Anzahl 
der Bedingungsgteichungcn immer die Gewichte der DreiecksstUcke 
vergrössert, und die Verminderung derselben immer die Gewichte 
verkleinert. 



Die eben erhaltenen Sätze ei^aben sich ohne dass die Berücksich- 
tigung der besonderen Form der Bedingungsgteichungen nötbig wurde, 
sie fin<bn also bei jeder Bcdingungsgleichung statt , mag die Form der- 
selben sein wie sie will, sie haben daher in jedem Dreiecksnetze volle 
Geltung, wie gross oder wie klein auch die Winkel sein mOgen, die 
darin vorkommen. Man wird weiter unten an Beispielen sehen , dass 
Seitengleichangeo z. B. in welchen sehr kleine Winkel vorkommen, 
sehr günstige Wirkungen ausüben können. Behauptungen daher, dass 
solche Bedingungsgleichungen das Resultat unsicher oder gar unrichtig 
machen könnten, entbehren jedes Grundes. Aus demselben Grunde, 
dass die Vergrösserung UerGewichte nicht an die Form der Bedingungs- 
gleichungen gebonden ist, folgt femer dass es nunmehr nicht nothwen- 
dig ist in jedem Dreieck alle drei Winkel zu beobachten , so fern nur 
die Anlage des Netzes so eingerichtet wird, dass statt der fehlenden 
Winkelgleichungen eine gnugende Anzahl von Seitengleichungen vor- 
handen sind. Die Weglassung einer Winkel- oder Richtungsbeobacfatun^ 
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hie und da kann dureh die UmstSode geboten werden. Wenn von zwei 
Gegenständen A und B der erele vom zweiten aus gesehen werden 
kann, so kann gewis» auch der zweite vom ersten aas gesehen werden, 
aber es ereignet sich manchmal , dass von dem einen Punkte aus das 
Absehen gut ist, und gute Beobachtungen erwarten Issst, dass aber von 
dem anderen Punkte aus das Absehen schlecht ist, und nur schlechte 
Beobachtungen zu erwarten sind ; man thut in diesem Falle besser die 
schlecliten Beobachtungen unausgeführt zu lassen. Ks ISsst sich freilich 
behaupten, dass auch die schlechteste Beobachtung benutzt werden 
kann, wenn man ihr das richtige Gewicht beilegt, und hiegegen tassl 
sich theoretisch nichts einwenden, aber in der Praxis ist es immer un- 
möglich ein solches Gewicht mit der nöthigen Genauigkeit zu bestimmen, 
denn es fehlt stets hiezu die errorderiiche Anzahl der Daten. Die An- 
wendung unt-ichtiger Gewichte kann aber das Resultat schadigen , und 
es ist daher stets vorzuziehen solche Fälle zu vermeiden. 

5. 
Es kann bicrauF nothwcndig werden, bei der Berechnung des Drei- 
ecksnetzcs Winkel hinzu zu ziehen , die nicht unmittelbar beobachtet 
sind, sondern aus den beobachteten berechnet werden müssen, aber 
hierin liegt nicht der mindeste Grund zur Befürchtung einer Ungenauig- 
keit, da oftmals die berechneten Winkel grössere Gewichte bekommen 
wie die beobachteten, und jedenfalls nach der Ausgleichung des Netzes 
für die Seiten, mag man sie aus beobachteten oder berechneten Winkeln 
ableiten, dieselben Wertho hervorgehen mttssen. 



Kommen wir nun nach diesem auf die wesentlichsten Vorschriften, 
die dem zur Ausfuhrung einer Haupttriangulation bestimmten Personal 
zn ertheilen sind, so möchten, nachdem die Ausdehnung der Triangu- 
lation, ihre Anfangs- und Endpunkte, so wie etwaige Zwischenpunkle, 
die sie berühren soll, bestimmt, auch die Zahl und Lage der zu messen- 
den Grundlinien angegeben sind, ferner der ganze Arbeilsplao anf eine 
Zeit- und Kostenaufwand möglichst schonende Act festgesetzt, specielle 
Instruction über die Behandlung der Instrumente ti. dgl. ra. ertbeilt wor- 
den sind, nur das Maximum des erlaubten minieren Fehler der Beob- 
achtungen an sich, den ich weiter unten den mittleren Fehler der 
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nackten Beobachtungen nennen werde, und dasMinimoin der zu bewir- 
keaden BedingungsgleichnDgeD in Bezug auf die Anzahl der Dreiecks- 
punkte vorzuschreiben sein. Vorschriften Ober das Hinimum der Seiten 
der Dreiecke der verschiedenen Ordnungen and unangemessen, da die 
Beschaffenheit des Terrains so sehr hiebe! in Betracht kommt, und ge- 
wisse Gegenden zwar die Anlage von grossen Dreiecken erlauben, aber 
andere Gegenden die Anlage kleinerer Dreiecke zur Nothwendigkeit 
machen. Eher Hesse sich ein Ma:simum der Seiten bestimmen, da bei 
allza grosser LHnge derselben leicht eine Undeullichkeit in der Sichtbar- 
keit der Objekte eintreten kann , die auf die Güte der Beobachtungen 
nachtheilig einwirkt. Die GrOsse der anzuwendenden Instrumente, und 
namentlicb die optische Kraft der Fernrohre derselben ist hiebei in Be- 
tracht zu ziehen. Auch verlangen grössere Dreiecke grössere Genauig- 
keit der Winkelmessungen wie kleinere, um zu vermeiden, dass die 
mittleren Fehler solcher Seiten selbst nicht zu sehr anwachsen. Es 
möchten bei Triangulationen, die durch Gegenden geführt werden, die 
die Anlage sehr grosser Dreiecke erlauben , grössere und mit grösseren 
Fernröhren versehene Instrumente anzuwenden sein, wie bisher der 
Fall gewesen ist. 



Vorschriften über die erlaubte Fehlergrfinze der Seiten zu geben ist 
gänzlich unstatthaft, denn aus den oben ^^Bhnlen Bestimmungen Ober 
den mittleren Fehler der Beobachtungen und der Zahl der Bedingungs- 
gleichungen folgen die mittleren Fehler der verschiedenen Seiten von 
selbst, und es ist nicht zu umgeben dass diese in gewissen, speciellen 
Fallen, die zu vermeiden unmöglich ist, grösser, hingegen in anderen 
Fallen kleiner werden. Die mittleren Fehler der Seilen, die man schliess- 
lich erhalt mflssen als gut betrachtet werden, wenn nur die obigen 
Grundbestimmungen erfüllt sind. In Bezug auf den Anschluss der Resul- 
tate, die aus zwei verschiedenen Triangulationen fUr eine und dieselbe 
Dreiecksseite hervor gehen, darf nicht ausser Betracht gelassen werden, 
dass aas diesem Anschluss sich die Summe oder der Unterschied der 
zufälligen Fehler, die diese beiden Resultate besitzen, heraus stellt, und 
der zufällige Fehler irgend einer Bestimmung je nach den Umstanden 
grösser oder kleiner werden kann, wie der mittlere Fehler. 
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Eodlicb ist zu bewirken, dass alle DreiecLspuakte auf möglichtit 
sicitere Art in der Erde festgelegt werden. Denn man kann ausserdem 
JD den Fall korofnen, nach Verlauf einer nicht grossen Anzahl von Jahren 
die Triangulation als kaum , oder gar nicfai mehr vorhanden betrachlen 
zu müssen, wovon leider Beispiele vorhanden sind. 



Bei der Bekannlinachung der Resultate einer Triangulation müssen, 
wie bisher geschehen ist, alle Beobachtungen, nebst dem Tage an wel- 
chem sie angestellt worden sind, einzeld angeführt , und der Name des 
Beobachters, so wie das angewandte Instrument angegeben werden. 
Es ist anzuempfehlen immer Richtungen zu beobacbteu, und die Beob- 
achtungen vollständig anzuführen, nemlicb jedem einzelnen Gyrusdie 
Lage des Fernrohrs, ob links oder rechts, wenn es excentrisch ist, oder 
ob der Höhenkreis links oder rechts, ferner ob vorwärts oder rtlckwärts 
beobachtet worden ist, auch welchem Punkt des Horizonlalkreises der 
angenommene Nullpunkt der Richtungen entspricht (letzterer nur in 
Graden und Minuten} anzugeben. Den Nullpunkt der Richtungen wählt 
man meines Erachtens nach am Zweckmftssigsten so, dass diese die 
Azimuthe der Gegenstände , vom Sudpunkt an nach Westen, nahe an- 
geben; für die erste Richtung jedes Gyrus kann man demohngeachlet 
dieselbe Zahl von Secunden ansetzen. Die Sitte der ersten Richtung 
jeder Station den Werth Null zu geben kann zwar statt der Angabe der 
Azimuthe beibehalten werden, jedoch sollte man nicht, wie zugeschoben 
pflegt, in den Gyris, in welchen. die erste Richtung nicht beobachtet 
worden ist. wieder mit Null anfangen, sondern die entsprechende Anzahl 
von Graden, Minuten und Secunden ansetzen, die der Riditung nahe 
entspricht, deren Werth man ein fUr alle Mal gleich Null angenommen bat. 

Um jedem, der Nachrechnungen anstellen will , Anhaltspunkte dar- 
zulüelen , halte ich es fUr das Angemessenste ausser den oben ange- 
führten Einzelnheiten die Ausgleichungen auf den Stationen so anzu- 
geben, wie ich es in dem Hauptbeispiel der Abhandlung von Art. 85 
bis 88 für die Stationen (S) bis (5) gethan habe. Es waren demzufolge, 
ausser den oben angegebenen Einzelnheiten, die zwei Tafelcheo für die 
zusammen gezogenen Beobachtungen, das Tsfelchen ftir die (pp) (pp'] etc. 
die Wertbe der N, JV, etc., das Täfelchen der daraus folgenden Coeffi 
cienten (1,1), (2, 2, I), etc. nebst den (1. /), etc. bis (ii), die Wertbe 
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der Grössen (1.1), (2,2,1), (3,3,2). etc. nebst^Rn), so wie die der 
f^</"'> /^V^ Blc-> (l'c aus der AuflösuDg der Gleichungen hervorgehen, 
und im zweiten Theil der Auflösung gebraucht werden , so wie endlich 
die Werthe der »(r) and y(r) anzusetzen. 

Im zweiten Tbeile der Auflösung sind zuerst die Bedingungsglei- 
chungen , und die daraus folgenden Werthe der FlI). F{U), etc. anzu- 
geben , und hierauf eine tabulariscbe Au&tetluag der Logarithmen der 
Dißerentialquotienlen q{r,I),, 9(r,//),,etc., sowiederHül&gröesen r]{r,l),, 
i;(r,i/),, etc. und der ({rj),, {{rJJ),, etc. folgen zu lassen. Die An- 
fllhniDg der Werthe der Q{r,l), , Ql^JT), , etc. scheint mir übertliissig, 
da sie auf die einfachste Weise aus den ^{rJ),, ri{r,U),, etc. folgen. Es 
haben hierauf die CoefBcienten der Endgleichungen (i,/), (/,W), etc. 
(7/,//), etc. etc. und die Werthe der (2),. (3),. (4)i.etc. (3)i, (*)i. etc. 
(4)3, etc. etc. 
und der 

(//,//,1), (IllJU.i), etc. bis Fq . 
zu folgen, die sich durch die Auflösung dieser Gleichungen ergeben, 
worauf die Werthe der z(r), x{r) und der mittlere Fehler einer einzelnen 
Beobachtung einer Richtung anzugeben sind, welcher letzte aus der 
Summe der Fehlerquadrate, deren Ausdruck £{U,n)+Fq ist, nach dem 
Art. 150 der Abhandlung zu berechnen ist. 

Mit dem Vorstehenden ist noch nicht Alles gegeben , wcicbüs im 
jetzigen Zustande der Wissenschaft verlangt werden muss, sondern es 
kommt noch die Berechnung, wenigstens einiger, der Gewichic hinzu. 
Ich halle es ftlr zq weit gegangen, wenn man verlangen wollte, dass in 
der Darlegung eines ausgeführten Dreiecksnetzes die Gewichte aller 
Stocke desselben angegeben werden mtlssten, und meine , dass es hin- 
reichend ist , wenn die Gewichte einiger Stocke , die in der Nahe der 
Anfangs- und Endpunkte liegen, so wie Uberdiess die Gewichte solcher 
Stucke, die einige Verwickelung in der Anlage darbieten gegeben werden. 
Eine jedenfolls schätzbare Zugabe bildet indess die Angabe der Ge- 
wichte einer grösseren Anzahl von Stücken. Durch die Anführung der 
oben genannten Grössen, namentlich der (ä)i, etc. und der (//,/i,1), etc. 
setzt man jeden in den Stand, mit geringer Mühe die Gewichte so vieler 
Stücke berechnen zu können, wie er will. Dass der mittlere Fehler der 
Dreiecksstucke, deren Gewichte man berechnet bat, mit anzuführen ist, 
versteht sich von selbst. 
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Es ist noch eine wichtige Frage zu behandeln, zumal mehrmals 
dagegen gefehlt worden ist. Es ist dieses die Frage, von welchen Grund- 
sätzen man bei der wissenschaftlichen Benrtheilung eines ausgeführten 
Dreiecksnetzcs auszugehen habe, um zu einer möglichst richtigen Wur- 
diyiing der Resullale desselben zu gelangen, ohne einestheils denWerth 
desselben zu überschätzen, oder anderen Theils durch unrichtige Benr- 
theilung desselben ein Unrecht zu begehen. Ich meine, dass es selbst- 
verständlich ist, dass man in dieser Hinsicht die einzelnen Operationen, 
die die Ausführung eines Dreiecksnefzes verlangt, sich vergegenwärtigen, 
und einzeln untersuchen muss. Diese Operationen lassen sicbeintheilen in: 

1) Die Anlage des Dreiecksnetzes, und die Verbindung der einzelnen 
Dreiecke miteinander; 

2) Die Messungen und Beobachtungen, und zwar 

a) Die Messungen der Grundlinien ; 

b) Die Messungen oder Beobachtungen der Richtungen ; 

c) Die Ausführungen der Gentrirungen; 

3) Die Berechnung 

und auf die Beschaffenheit der Ausführung dieser Operationen hat man 
bei der Prüfung sein Augenmerk zu richten. Sollten etwaige Mangel 
gefunden werden, so ist ihre Bedeutung zu berücksichtigen, und richtig 
zu würdigen. In Bezug hierauf kann Folgendes angemerkt werden: 
ad 1) Sollte gefunden werden, dass an einer oder mehreren Stellen des 
Dreiecksnetzes eine zu geringe Anzahl von Controlen oder Bedin- 
gungsgleich ungen vorhanden wären, so kann diesem in der Segel 
durch nachträgliche Einmessung neuer Riuhluogen, oder durch 
Einschaltung eines neuen Dreieckspunkts abgeholfen werden, aber 
es werden biedurch manchmal nicht unbeträchtliche neue Kosten 
verursacht, 
ad t, a) Fände man, dass die Grundlinien nicht mit der erforderlichen 
Umsicht gemessen worden wären, so wäre dieser üebdstaad durch 
neue Messungen freilich zu entfernen, aber es wUrden wieder oicfal 
unbedeutende nachträgliche Kosten erwachsen, 
ad S. b) Wilren die Beobachtungen der Richtungen nicht mit erforder- 
licher Genauigkeit ausgeführt, so mOsste diese ganze Haupiarboii 
von Neuem vorgenommen werden. 
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ad S, c) Etwaige Mängel in der AusßlhruDg der Ceatrirungea zu hpben, 
wQrde ohne grosseo naohträgHcheD Kosteaaufwaad zu beseiiigeo 
e&ü , so ferne nur bei d^ Beobacbtuagen jeder Puokt dauernd 
fest gelegt worden ist. 

ad 3} Fehler io der Berechnung lassen sich gemeiniglich mit weit ge- 
ringeren Kosten , wie HäDge) in den vorbenannten Punkten , ent- 
fernen, da blos Arbeilen im Zimmer in Betracht kommen, 

10. 
Zar BeurtheituDg des Punkts i ] hat man vorzüglich auf die Anzahl 
und die Verlheilung dei' vorhandenen Bedingungsgleichungen zu sehen. 
Es können htebei verschiedenartige Umstände eintreten. In einigen Ge- 
genden, namentlich da wo mau s^r grosse Dreiecke hat auswählen 
kfianen. kann es nicht möglich geworden sein Diagonalen einzuschnei- 
den , hier muss man sich mit der Winkelgleichung begnügen , die jedes 
einzelne Dreieck darbietet, aber diese auch fordern. Etwaige kleine 
Winkel, die in solchen Dreiecken vorkommen bilden nicht unbedingt 
einen Gegenstand des Tadels; es wird hierüber weiter unten das Nähere 
eridart werden. Uebergrosse Seiten solcher Dreiecke konnten, aus dem 
oben angefiüirten Grunde wohl zu tadeln sein, namentlich wenn bei den 
Beobacbtuagen kein Heliotropeolicht oder zu kleine Instrumente ange- 
wandt worden sein sollten. In anderen Gegenden , wo namentlich bei 
Anwendung kleinerer Dreiecke Diagonalen haben eingeschnitten werden 
können , ist an die Zahl der Bedingongsgteichangen, die vorbanden sind, 
eine höhere Forderung zu stellen. Findet man die Zahl und die Verthei- 
lung dieser so, dass fUi- jeden hier in Betracht kommenden Dreieckspunkt 
wenigstens EineBedingungsgleichi^ng vorbanden ist, so muss man schon 
die Anlage für gut anericennen , sind noch mehr Bedingungsgleichnngen 
vorhanden, so ist um so mehr die Anlage als gut zu bezeichnen. 

11. 
Die Beurtheilung der Ausführung des Punkts 1. a) ist die schwie* 
rigste, da von der Messung der Grundlinien nicht so viele Erfahrungen 
vorliegen, wie von den anderen bei einer Triangulation erforderlicbea 
Operationen. Man muss, wenn die Beurtheilung ausführlich und grand- 
lich sein soll, -die einzelnen Messongen untersuchen, and hieraus sidi 
ein Urtheil Über die Sorgfältigkeit bilden, mit welcher sie ausgeführt 
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worden sind. Vorzogsweise ist hier darauf Acht zu habMi, wie die Be- 
riicksichtigaag der Temperatar der MessstaDgen in Folge der Binrichtung 
des Messapparats bat statt fioden können, und wie sie stattgefunden hat. 
Aach die Vergleichung der Messstangen mit dem Gruodmaasse. ist in 
Bezag anf seine Einzelnheiten zu j^erücksichtigen. Es werden woh) bei 
dem gegenwärtigen Stande dieser Sache individuelle Anhebten nicht 
immer ganz zu vermeiden -sein. 

it. 
Die Bearlbeiinng der Ausführung des Punkts 3, b) steht gegen- 
wärtig anf fester Grundlage. Der mittlere Fehler der nackten Beobach- 
tungen ist es, welcher hier den Ausschlag giebt. Die Berechnung dieses 
Fehlers, nnd die Vergleichung desselben mit demjenigen, welcher sich 
aus den anderen schon vorhandenen Triangulationen et^iebt, bildet einen 
sicheren Maassstab zur BeurtheJInng des in Rede stehenden Punkts. 



Die Beartheitung der AusRlhrung des Punkts 3, c) kann im Allge- 
meinen nicht Aire<A ausgeführt werden , es wäre denn , dass man sieb 
auf wenigstens einige der Stationen begäbe, dort die Cenlrirungen nach- 
mSsse, nnd hievon auf das Ganze schlösse. Die Theorie bietet aber hier 
ein indirectes Mittel dar. Der mittlere Fehler der nackten Beobachtung 
ist unabhängig von den Fehlem der Genlrirung, der Phasen der Signale, 
(L s. w., aber der schliesstiche mittlere Fehler schliesst diese FehterquelIeD 
in sich , die Vergleichung dieser beiden mittleren Fehler mit einander 
lasst also schon einen Schluss auf die Ausfbhrung der Centrirungen 
u. s. w. zu. 

U. 
Die Beurtbeilnng endlich der Ausführung des Punkts 3) ist einfoch. 
Es ist erstlich zu untersuchen, ob in der Berechnung den theoretisdien 
Bedingungen tiberall Gntlge geleistet worden isi , und zweitens ob die 
numerischen Rechnungen soi^ßlltig und richtig ausgeführt worden sind. 
Das in der Abhandlung entwickeile erste Verfahren bietet vermöge der 
Coatrolgleichungen, die es besitzt, und die in einem der unten folgenden 
Supplemente nmEine vermehrt werden sollen, ein angemessenes Etüh- 
mittel dazu dar. 
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§2. Specielle Betrachtungen. 
16. 
Ich beabsichtige hier an einigen Beispielen zu zeigen welche Wirkun- 
gen die Ausgleichungslheorie in gewissen Fallen ausübt. Icli habe dazu 
absichtlich fingirte Beispiele gewühlt, da ich diese so stellen konnte, 
dass die grössere oder kleinere Wirkung, die die Bedingungsgleichungen 
ausüben , am deutlichsten hervortritt. Das erste Beispiel soll folgende 
Figur geben, 




in welcher die Winkel wie folgt bezeichnet werden sollen 

(ä)(()(3)=(1), , (6)(3){t)=(<)., (3)(B)(t)=(1)> 

(6Xi){3)=(ä), , {t)(3)CS)=(2)., , (3)(5)(()=(S).. 

(<)(2)(3)=(1), , C2)(3)(l)=(3). , (3)(f)(S)=(3)> 

(3)(S)(»)=(2), , (8)(t)(3)=(l), 

(6)(2){4)=C3), . (3)(t)(6)=(ä). . 

Ich werde ferner annehmen, dass diese Winkel selbst unabhängig 

von einander beobachtet oder gemessen worden seien, weil dieses für 

den hier zu verfolgenden Zweck auf eine etwas einfachere Rechnung 

nihn. Der Fall übrigens, in welchem statt der Wiokel die Richtungel 
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beobachtet worden sind, ist jeneiD ganz analog, und die sich ergeben- 
den Gewichte werden von denen jenes Falles um wenig oder nichts 
verschieden sein. 



16. 

Fürs Erste soll angenonimen werden, dass die beiden Diagonalen 
(2)(d) und (1 )(5), die die Figur entbSit, nicht eingeschnitten worden sind. 
und folglich das Netz aus den drei an einander gereihten Dreiecken 
(()(2)(3) , (2)(3)(4) , (3)(*)(B) bestehl. 

Suchen wir hierauf die Gewichte der Winkel und verschiedener 
Seiten nach der Ausgleichung dieses Netzes. 

Die Figur liefert nur drei Bedingungsgleichungen, welche alle Win- 
kelgleichungen sind, nemlich 

(1)i+(1)i + (3)3 = 180» 

(2)2-i-(2>-l-(1)4=180 

(1)> + (2)4 + (1)s = 180 

auf deren rechten Seiten in der Anwendung noch die spharisclien Ueber- 

schusse hinzu zu fUgen waren, auf die es aber hier nicht ankoninil. Die 

Tafel (ür die Differenlialquotienten dieser Gleichungen steht wie folgt, 
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und setzt man die ursprünglichen Gewichte aller Winkel einander gleidi, 
und ^1, so werden für alle Bedingungsgleichungen 

,(r,/). = 0(r,/). - f[r.I). = q{rj). 
flirjl). = Q{r.II), « /(r.//), ^ #,//), 
etc. etc. 

die auch bei den unten folgenden Abänderungen des Beispiels statt 
finden werden. 
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17. 
Suchen wir nun zuerst die CoefGcieoten der Eodgleichungen , so 
ergeben sich 

{/,/) = 3, (//,//) » 3. {IIIJII) ^ 3 
und alle übrigen CoefBcienten sind Null. Bezeichnet man ferner wie in 
der Abhandinng die Resultate der Substitution der beobachteten Werthe 
der Winkel in die Bedingungsgleichungen mit F(/), F{II), P(///}, so 
ergeben sich 

■^^ =-?-= i((), = i{fh = 43). 

^ = 'I'« = z(S), = e(2). = zH], 

y,=ffli=^1), = 1(2), = «((). 
Die Verbesserung eines jeden Winkels ist also mit entgegengesetztem 
Zeichen dem dritten Tbeil des ganzen Fehlers, den das betreffende 
Dreieck nach der Substitution der Beobachtungen zeigt, gleich; mit 
einem längst bekannten Satze (tbereinstimmend *), Man findet femer 
lacht die Summe der Quadrate der übrig bleibenden Fehler, wran sie 
wie oben mit W bezeichnet wird, 

W^i jF(/)» + F{U f + flJIIYl 

18. 
Das zuDilchst Vorhergehende habe ich nur beilSu6g angeführt, und 
werde mich hierauf zur BerechDuog der Gewichte wenden. Ich bemerke 
dazu im Voraas, dass hier immer 

*(r). = (M.r). = 0(M,r). 
ist, und dass folglich die betr. Ausdrücke des Art. 1 43 der Abhandlung 
in die folgenden tibergehen 

R = S\iM,\).^ + (M,2).' + (Jf,3V + - ■ -i 

(/,tf)ss ^|(M,1).. 9(1./). + (M,2). . ?(ä./). +(M,3},.9(3./). +...| 

(;/,M) = ^|(M.1). . q{ijl), + (Äf,2), . ?{2,//). +(M,3),.i(3,//), -H...} 

(///.AT) ^ S\{M.i). . q{\,lU). + (H.ä). . 9(2,/7/).+(M,3)..9(3.///},+...} 

etc. etc. 

Wenden wir uns nun zuerst zur Ermittelung der Gewichte der 

Winkel, so lasst sich voraussehen, dass diese fUr jeden Winkel den- 

*} leb bemerke biezu, daas dieser Satz nicht mehr sUll findet , wenn man stalt 
der nnabhSngij^ Winkel die Bicblungen beobachtet hat. 

AMHidl, i. K. S. GrirlJich. d. Wiiifaxh. XIV. % 
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selben Werth erhalten werden; wir 'brauchen daher nur Einen Winkel 
z. B. (1]i zu bciracbten. Hier wird 

(jf.t), = I 

und alle übrigen Grössen dieeer Gattung sind Null, es wird folglich auch 

A» 1 
Eb viitd feraei- den vorstehenden Ausdrucken gemäss (IM) *" 1 • und 
alle übrigen Grössen dieser Gattung werden auch Null. Folglich wird 

* — wr-T 

und das Gewicht 

welches Besultat für alle beobachteten Winkel gilt. Es folgt hieraos dass 
der mittleie Fehler eines jeden ausgeglichenen Winkels im Verhaltniss wie 

1 : /f 
kleiner ist, wie das Gewicht des beobachteten Wnfkels, und da dieses 
ftesullat erhalten worden ist , ohne eine Annahme tlber die Grösse der 
Winkel zu machen, so findet es in jedem, aus blos an einander gereih- 
ten Dreiecken bestdienden, Dreieoksnetze statt, die Winkel der ver- 
schiedenen Dreiecke mögen so gross oder so klein sem wie sie wollen. 

19. 

Gehen wir nun zur Ermittelung der Gewichte einiger der Seiten 
des Dreieckenelzes über, so kann man im Voraus schon erkennen, dass 
hiebei ein anderes Verhalten eintritt. Diese Gewichte werden im Allge- 
meinen für die verschiedenen Seiten verschieden ausfollen, and nament- 
lich werden sie desto kleiner werden, je mehr sie sich von der Grund- 
linie entfernen , auch kann man diese Gewichte nicht beredinen , ohne 
die Winkel des Dreiecksnetzes ihrer Grösse nach zu kennen. Seien jetzt 
im Dreiecksnetze, welches durch die Figur des Art 1 5 dargestellt ist, in 
den drei Dreiecken, die hier betrachtet werden, die Werthe der Winkel 
die folgenden, die den Dimensionen dieser Figur sehr nahe entsprechen. 
(1), :«66» {ä}s«58« (1)1 = 56'' 
(1)3 = 64 (2), = 64 (3)4 = 70 

(3)s = 50 ii)t = 58 (l)s = 54 

20. 
Es wird von nun an die Seite (1)(2) der Figur als Grundlinie an- 
gesehen , und es soll in Bezug auf diese zuerst das Gewicht der Seite 
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(3)(3) ermitt^t werden. Ich werde jndess hier, wie in Folgendeo von 
dem Inhalt der Abhandhing eine Abweictiuag ntachen und nicht die 
Gewichte der Seilen selbst, «ondern die d^ ihnen zukonamenden Loga- 
ritbmen bestimmen , da diese Gewichte unabhängig von dem absoluten 
Haasse der Seiten sind. Für die otten genannte Seite bekommen wir 
demgeoiaas die Gleichung 

log(2)(3) « log{1)(2) + logsin(l), - log8in(3), 
Nehmen wir >fenier an , ilaas die siebeote Dedmale des Briggischen Lo- 
garithmus und die Secunde die Einheiten bilden sollen, so ist die erste 
Behandlung dieser Gleichoag, die nendich wodurch ihr Differential er- 
langt wird, geoau dieselbe, die im Art. 93 der AMandlung in Betreff 
der Seileogleidiiingen erklär! wurde , nur darf jetzt die resultirende 
Gleichung mit keinem von plus oder dhdus Eins verschiedenen Factor 
multiplicirt werden. Durch Zuziehung der oben angegebeneu Wertbe 
der Winkd bekommen wir daher 

J2= 4- 9 . 38*(4), — 17 .67.J{3)3 
folglich 

{Jtf.l), = +9.38 1 ^^j ^.^^gyg ^ ^ ^^Q ^ 

(Jf,3), = -17.67) . 
Es wird femer (I,M) = — 8 . 29 , und die anderen Grösse» dieser Gat- 
tung sind Null. Hiemit. und da jm gegenwärtigen Falle die CoefGcienten 
(S}i . (3)i , etc. etc. , die sich aus der Auflösung der Endgleichungen 
ergeben, alle Null sind, erbttU man 

5 = 22.9 und P = 0,002652 

21. 
Soeben wir hierauf das Gewicht der Seite (3}(4) des zweiten Drei- 
ecks , so iflt die Grundfonuel 

log(3)(4) « log{1){2) + log.fiin(l), sin (2), - log.ßin(3), sin(1)4 
woraus 

J2 « + 9.3&»(1), -•- 13.16(J(2), — n.67d(3)B— 13.161^(1)4 
also 

(lf,1)i=s-+. 9.38 
{Äf,2)j= + 13 . 16 
(M,3), = — 17 .67 
(Jf.1). = — 13 . 16 
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(I.M) = - 8 . 39, (n,M) = , {UI.M) = 
folgen. Eb ergiebt eich hieraus 

fl = 746.6, S = 2ä.9 und P = 0,00(38« 

2ä. 
Zur Erlangung des Gewichts der Seile {i](5) des dritten Dreiecks 
ergiebl sich 

log(4)(6) = log(t)(8) + log. sin((), sin(ä), sin(l), 
— log. siii(3]s sin(1}4 siQ(1)5 
J2=+9,38c)((),+(3,16()(ä),+ a,20<)(l),— i7,67J(3),— (3.16d(1),— t5,30()(1)i 
(Jtf.i), = + 9,38 , (M,3), = — 17,67 
(«,ä), = + 13,(6 , {Jf,l), = — 13,(6 
(*,(),= + (t,20 , (Jf,()i =- (6,30 
R = ((82,3 
[I.M) = - 8,29 , (//,Jf) = , {/n,Jf| = — (,(0 
S = 23,3 , P = 0,000863 

23. 

Betrachten wir diese Gewichte DUher, so linden wir, dass sie von 
Dreieck zu Dreieck sehr nahe in dem Verhältniss von 

(:i:i 
abnehmen, und diese Progression wird sich nahe in demselben Verhält- 
niss fortsetzen, wenn mehr Dreiecke vorhandea sind, die nahe dieselben 
Dimensionen haben, wie die obigen, und die man gemeinighch Dir die 
günstigsten hält. Wenn also ein Dreiecksnetz aus vielen solchen an ein- 
ander gereihten Dreiecken besteht, so kann man sich schon eine Vor- 
stellung davon machen, v/ie klein die Gewichte der Seiten der Dreiecke 
werden, die von der Grundlinie am Entferntesten liegen. Hieraus siebt 
man, wie unrichtig es ist , von jeder Dreiecksseite dieselbe Genauigkeit 
verlangen zu wollen. 

Es l&sst sich leicht beweisen, dass die obige Progression in einem 
Dreiecksnetze, welches aus lauter an einander gereiblen, sehr nahe 
gleichseitigen Dreiecken besieht, strenge statt findet. Sei die Anzahl die- 
ser Dreiecke n, und die zwei Winkel, die von jedem Dreiecke gebraucht 
werden um die Seiten fortgesetzt zu berechnen, (a) , {<£) , {b) , {b') , etc. 
(n) (n') , die einander sehr nahe gleich sind , und von welchen (a) und 
(a') zum ersten Dreieck geboren , dessen eine Seile als Grundlinie be- 
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trachtet wird. Wegen der sehr oabeo Gleichheit allec Winkel kttnnen wir 
in der Differentialgleichung die CoefBcienteD als einander völlig gleich 
betrachten, da ein kleiner Unterschied in diesen nar eine kleine Grösse 
erster Ordnung hervorbringen kann. Sei daher der gemeinschaftliche 
Werth dieser Coefficienten c, dann wird 

Jl = cd[a) 4- cS{b) + . . . + c8{n) 
^cS{a')~dl{b')— ... — cdin") 
und es ergeben sich daher 

(Af.a) = {M,b) ^ etc. = iM.n) = c 
(M.o^ss (M.ä')ä etc. = {Af.n')= — c 
folglich 

R = Sntf' 
Da nun aus dem Tafelchen der Bedinguogsgleichungen des Art. 1 6, 
und aus der vorstehenden Berechnung der Gewicht« mehrerer Seiten 
sich leicht ergiebt, dass der Ausdruck eines jeden der Coefficienten 
(/,M) , {lt,M) , etc. aus zwei gleichen, mit entgegengesetzten Zeichen 
behafteten Gliedern besteht, so werden 

{l,M) = [HU) = etc. = 
und der allgemeine Ausdruck der gesuchten Gewichte wird 

woraus hervorgeht, dass die BedingungsgteichuDgen im gegenwärligeD 
Falle gar keine Wirkung auf die Gewichte ausQben*^). Bezeichnen wir 
nun das gemeinschaftliche Gewicht der Logarithmen der beiden zu be- 
rechnenden Seiten des ersten Dreiecks mit P| , das der beiden zu be- 
rechnenden Seiten des zweiten Dreiecks mit P^ , u. s. w., so geben die 
vorstehenden Entwickelungen sogleich 

n ^ * p * p - — _ -t 

etc.P3=^. ft = i^ .P. = i^. 
folglich 

Pi : Pi : Pi : Pi : HC. — \ \ '^ : -^ : ~ : eie. 
w. z. b. w. 



*) Dieser gehört also unter die Fülle, die oben im Art. 3 iai Allgemeinen an- 
gedeutet worden sind. 
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24. 

Um zar Kenntniss der mittleren Fehler zu gelangen, die in Folge 
der vorstehenden Erioittelungea den Oreiecksseiten beizulegen sind, 
bedarf es der Kenntniss des mittleren Fehlers der Beobachtungen, denen 
das Gewicht aa 1 beigelegt worden ist. aber aus anserem Beispi^e 
selbst kann man diesen nicht erlangen, da es ein Bogirtes ist. Es bindert 
uns aber nichts aus irgend einer wirklich ausgeflihrten Triangulation 
diesen mittleren Fehler zu entoehmen, und hier anzuwenden. 

Im Art. 151 der Abhandlung wurde in Bezug auf das Hauplbei- 
spiel derselben der mittlere Fehler einer einzelnen Beobachtung einer 
Bichlung ^ l'.OSi gefunden, und obgleich diese Bestimmung auf 
einer zu kleinen Anzahl von Beobachtungen beruht, als dass man 
sie nir ganz sicher halten könnte, so will ich sie doch im gegen- 
wartigen Beispiel anwenden. Durch die Multiplicalion der eben ange- 
führten Zahl mit Y~i erbalt man den mittleren Fehler einer einzelnen 
Beobachlung eines Winkels ^ 2",806, aber es muss jedenfalls voraus 
gesetzt werden , dass man bei einer Triangulation , bei welcher Winkel 
gemessen werden, sich nicht begnügt jeden Winkel nur Einmal zu messen, 
sondern dass man das Resultat der gemessenen Winkel aus einer ange- 
messenen Anzahl von einzelnen Messungen ableitet. Demzufolge will 
ich annehmen, dass jeder Winkel, von welchem in diesem Aufsätze die 
Rede ist, 25 Mal gemesäen worden sei. woraus hervorgeht, dass der 
mittlere Fehler eines jeden der Winkel, welchen oben das Gewicht =: 1 
beigelegt wurde, dem ftinften Theil des oben angegebenen Fehlers der 
einzelnen Winkelmessnng gleich gesetzt werden muss. Es soll daher 
hier der mittlere Fehler der Winkelmessungen oder Beobachtungen, 
denen das Gewicht ^ 1 beigelegt worden ist, 

= 0",561 
angenommen werden, und hieraus folgen die mittleren Fehler der Loga- 
rithmen der Seiten der verschiedenen Dreiecke, deren Gewichte im 
Vorhergehenden beiechnet worden sind, bez. 

sa 10,9 , ^ 15,1 , s= 21,5 
in Einheiten der siebenten Decimale. Wenn die Langen der Seiten be- 
kannt sind, so kann man hieraus die mittleren Fehler der Seiten selbst 
finden, denn nennt man die Lange irgend einer Seite ^ , so wird 
3p =^ ""^^ 
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wotftogf iB Einheilen der siebenten Decimale, gleich wie oben ge- 
scbefaeo, auszudrucken ist. 

Nehmen wir z. B. an, die Ltta^ der Seite (1 )(2) unserer Figur, die 
als Grundlinie in den BwecfaDUDgaa der Gewichte angenommeo worden 
ist, sei S0900 Meter, so findet man die Seiten 

(2)(3) =«: 23581- , (3)(4) ^ 23581- , (4}{5) = 24141" 
und die mittleren- Fehler diesei' Seiten bez. 

« 0-0594 , = 0-,0829 , = 0-.1210 
oder nahe 

< * t 

398500 ' ^** 887600 ' S08.00B 

der Langen derselben. Nehmen wir an , dass von der letzten dieser 
Seiten an, das Netz sich durch eine Anzahl sehr nahe gleichseitiger 
Dreiecke fortsetze, so wird der mittlere Fehler der zwei letzten Seiten 
.des sechzehnten Dreiecks schon 

87S00 

der Lange derselben. Die mittleren Fehler der ersten Seiten sind hier 
sehr klein , aber es darf nicht ausser Acht gelassen werden , dass die 
ganze Lange einer dieser Seiten als Grundlinie betrachtet worden isL 
In der Praxis sind die gemessenen Grundlinien gemeiniglich weil kleiner 
wie die Seiten der grossen Dreiecke, und es werden daher in derWirk- 
)icbkeit die mittleren Fehler der Seiten wesentlich grösser ausCallen 
wie oben. 

25. 

Um diese Untersuchungen fortzusetzen sollen jetzt die Gewichte 
der Diagonale (^}(1) und (1 ](5) nebst denen der Winkel , die sie mit 
den anlieg^iden Seiten machen, errottielt werden. Da diese Winkel bis 
jetzt noch zu den nicht beobachteten geboren, so bedarf die Berechnung 
der Gewfch» derselben einer besonderen Vorbereitung. Aus den Drei- 
ecken. C3)(4}{5> {2)(iX5), (2)(3){4) der Figui' bekommt man 

. _ 3 in(< ).sin (ä),Bin[i). 

sio(il,8in{(3), + (1).+ |S).JBin(«), 

die nachdem sie in Bezug auf (3)] aufgelöst worden ist, 

.qv — BinM).8iD(«l.sin{«), + H).} 

mK-^Ji — sin(l),8in(»),-»lo(l),8m(i],c(M(ll),+ lS)«| 

gjiebt. Hieraus erhielt ich 

{3)i3= 25» 31 ',75 
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und bierauf durch die Gleichung (3), = (3), + (1 )i + (i)i + (1 )s — < 80> 
(3). = 87» 3r,75 
Behandelt man nun zuerst die erste der obigen Gleichuogea als ob 
sie eine der BedinguDgsgleichungen wäre, so bekommt man 

= — () .(1 91 4)i»(2),+() .6it28)i)(3),— (( M 523i)<(((), 

+{1 .OH 63)»(2),+(( .626t 7)|()(3),+i)(1 ),h.J(2),)+(1 .1 8i6( )d(1 )> 

wo die in Eiammero eingeschlossenen Zahlen die Logarithmen der 

CoefGcieoten sind, und lost man diese Gleichung in Bezug auf d(3]3 aur, 

so erhalt man 

J2 = a(.3), = + 0.IS233*(S), + 0.16i44(t((), — O.H890<)(2), 
— 0.48958(»(t), — 0.48968i)(2), — 0.(771ä()(1)i 
also 

(M,2), = + 0.1823 , (M,2), = — 0.H89 , (Jf,2), = — 0.4896 
(K.(), = + 0.1644 , (M,)), = — 0.4896 , {M,1)s.= — 0.<77( 
und hieraus folgt jH = 0.5751 . Ferner erhalt man 

{I.U) = , {II.H) = — 0.4562 , {111,11) = — 0.5023 
welche S = 0.1535 , und endlich 

P = 2.372 
geben, welches das Gewicht des Winkels (3]i ist. 

26. 
Um das Gewicht des Winkels (3)s zu fiadeo, bediene ich mich der 
Gleichung 

ä(3)s = <!(3)j + <{1), + 3{i], + ()(1)s 
aus welcher ich durch den Ausdruck für i{3}t des vor. Art. diese Aen- 
derung eliminite. Es wird also hier 

J2 = J(3). = + 0.16233 (»(2), + 0.16444 (!(1), — 0.11890 i)(2), 
+ 0.51 042 1!(1 ),+■ 0.51 042 i{i), + 0.82288 <>(1 )s 
folglich ! 

(«,ä)i = + 0.1523 , (tf,2), = — 0.1189 , {M.i), = + 0.5104 

{M,1)j = + 0.1644 , (Jf.1), = + 0.6104 , («,1), = + 0.8229 

a = 1.2708 

(I.K) = 0, (//,«) = + 0.6438 , (///,Ä) = + 1.4977 

S = 0.8463 

P = 2.356 

welches das Gewicht des Winkels (3}s ist. Es verdient angemerkt zu 

weiden, dass die Gewichte der beiden berechneten Winkel (3)] und 
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(3)s betiitcbtlich , im VerhHttoisse nahe wie 1 ; 1,6 grösser sind wie die 
Gewichte der beobacbleten Winkel deren jedes » 1.S ist. 

ST. 
Zur Berechnung des Gewichts der Diagonale (2)(5) giebt die Figur 
zuerst 

log (2)(5) = (log (1)(2) H- log. sin (I ), sin I (1 ). + (S),| - log. sin (3), sin (3). 
worans man durch die Differentiation 

J2 = + 9.374<)(1), — 12.156 1(>((), + (»(2),| 
— n.667il(3), — t0.396<)(3). 
findet. 

Da aber (3}t kein beobachteter Winkel ist, so muss dessen Varia- 
tion durch die im vor. Art. dalür erhaltene Gleichung eliminül werden. 
Nachdem dieses geschehen ist, wird 
J2=H.9.37i()(1),— 6.1S4it{2),— 18.799it(1),— 7.3S3i)(2),— 17.667i!(3), 

—20.61 9<)(1),— 20.61 9i>(2),— 33.842^(1 )s 
Es wird daher im jetzigen Falle 

(V,1), = + 9.374 . (M,l), = — 20.619 
(l/,2), = — 6.154 , {M.i), =• — 20.619 
(M,1), = — 18.799 , (M.ijs = — 33.242 
(M,2), a: — 7.353 
(lf,3), = — 17.667 

R ^ 2800.6 

ll,lf) = — 8.293 , (;;,M) = — 34.126 , (///.Jf) = — 72.660 

S = 2171.1 

P= 0.001588 

fllr das Gewicht von log (2](5]. Dieses ist merklieb grösser wie das 

Gewicht des log der Seite (3)(4). 

28. 
Behandeln wir nun die Diagonale (1](5) eben so, so bekommen 
wir nach und nach 

, _ ■r.(|<|.4.|«|.4.|i|,«.|«i.|»iii|i|.«ii|i).iiii{i). 

■tn(l),aiu(1},siii(S),8ia(l). 

„, »In Hl . iln (D.ifn H). linlll 1 . 4- W. <-(»l.l 

*6W» — g.ii(i),siD(11,«in(»),— giii(<),sin(»).a'n|M.eo»{(<)i+(«)i+I»)il 

(2)s = 4»35'6", (2), — 6'S4'55" 
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a = — («.97<93).<)(<), ■». (<.(M45a)il(1), — (l<.H»«i)«(»), 

- (J.3*666)|*((), -(• 4(S),+,((3),+*(«),j+((.4»9U)i>(«'). 

— (0.88442) i[i), + {1.(846()i)(1), — (2.449S2)i>(S), 
Jl = J(S)s = — 0.0t934*((), + 0.02H9i)(4), — O.Oilü^i), 

— 0.46828 1((4), — 0.48828(r(2)3 — 0.45828(»(3)j 

+ 0.02715*()), — 0.0t58)()t2), + 0.03I66(!(4), 

(M,<), = — 0.0193 , (M.l), = — 0.4583 , (M,(), = + O.OJTI 

(«,!), = + 0.02(2 , (Jf,S), = — 0.4583 , (lf,S), = — 0.04 58 

(Jf,2)i = — 0.0274 , {K,3), = — 0.4583 , (Jf,4)s = + 0.0346 

R = 0.6338 

(/.M) = — 0.4663 , (//.Jf) = — 0.4583 , {III.M) = - 0.4424 

S = 0.2046 

P= 2.334 

welches das Gewichl des Winkels (2)s ist. 



Ferner 

Jl = J(2), = - d(4), - d(2), - (1(3), — <((2), 
und nach der Efimkiatiott von <^(2)j durch die- betr. Gleichung des 
vor. Art. 

(Ä,4), = + 0.0493 , (lf,4), = — ».5447 , (Jf.4), = — 0.0274 
(»,4), = — 0.0242 , (M,2), = — 0.6447 , (#,2), = + 0.0458 
(lf,2), = + 0.027t , (M,3), = — 0.5447 , (M,4), = — 0.0346 

R = 0.8840 
(/,*) = — 0.5437 , (II.M) = — 6.6*47 , (///.If) = — 0.5576 
S = ».3W0 
P=. 4.74 2 
für das GewicDt des Winkels (2)]. Hier finden wir wieder die Gewichte 
der beiden berechneten Winkel grösser als das Gewichl der beob- 
achteten, und zwar das des Einen im Verhaltniss wie 

4 : 4,564 
und das des Anderen wie 

4 ; 4,442 
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30. 
Femer wird 

log(l)(i')=log(l)(2)+log.ßiD(1)asini(1},+(9),+(3)s|-log.8m{3),sin(2). 
Jl=~t. 10.269tf(1)i — H9.408 |d(1)3+rf(2),+<J(3)il 
— i7.667.J(3)s — a62.56<*(2)s 
uod oach der Elimination toq ^(2)« 

(Jtf,<), « + 5.078 , (M,l)3 = + 0.9U , (M,i)« = — 7.127 
(tf.l), » + i.706 , (M,2)3 = + 0.914 . (Ä,2)i = -f- 1.152 
(ir,2)j = + 7.127 . {M,3)t = — 16.753 , t^f.l)* — + 8.287 

Ra» 547,5 
[IM] =r — 6.969 , {II,M) — + 0.914 , {IU,M) = — 3.221 
«»20.» 
/>s» 0.002010 
flir das Gewiciit des lOg. der Seite (1)(5), uod dieses Gewicht liegt also 
zwischen deo Gewichten dei' logg, der Seiten (2)(3) und (3)(4) nahe in 
der Mitte ; es ist grösser wie das Gewicht der kürzeren Dia^iOBale (ä)(5)r. 
Da die Linie (1X^ die längste ist, die man in der Pigur von einem 
Dreieckpankt zu einem andern ziehen kann; und durch zwei sehr kleine 
Winkel mit den. weil küraereD Dreiecksseiten (1)(3] und (3)(5] verbunden 
ist, so könnte man teidit im Vorans die Ansichl Eassen, dass sowohl das 
Gewicht dieser Linie, wie die Gewichte der beiden genannten, anlie- 
genden Winkel sehr klein werden mUssten. Die vorstehenden Becbnun- 
gen geben aber ein enigegeogeseiizies Resallat, und zeigen also, wie 
sehr man uch in solch«» , auf keine matbematieche tlntereuchungeD 
gegraodeten AosicltleD irren kann; 

31. 
Es soll nun angenommen werden , dass ausser den bisher als be- 
obachtet angenommenen Winkeln, auch der Winkel (4){9)(6), dar in der 
Figur mit (3)j bezeichnet worden ist, beobachtet sei. Diese Annahme- 
filgt den drei bisher vorhandenen Bedingungsgleicbungen eine' vierte; 
hinzu, die keine andere ist, wie die erste Gleichung des Art. 25. Da die 
CoefBcienten der Variationen dieser Gleichung schon dort berechnet wor- 
den sind, so können wir das neue Tafelchen der Differentialquotienten 
sogleich aufstellen, zur einfacheren Behandlang dieser Gleichung sollen 
jedoch alle Goeffiaienten derselb^i mit der Zahl iO dividirt werden. 
Somit erhalten wir das folgendeilafelohsB. 
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1 
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0.02411 
O.OSitl 


+1.0571 
+1.0571 


— 
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9.58955 


+ 0.3881 



Hieraus bekommt man Tolgende Werthe der CoelficienteD der End- 



gleichlingen, 




(/,/) = 3 , (/,//) 


= , (/.///) =. , (/./V) = 


(IUI) 


= 3 . (//,///) = , {II.IY) = + 0.98i9 




(///,/;/) = 3 . (///./V) = + 1.08*5 




(lY.IY) = 7.343* 


und diese geben 




(2), = , 


(3), = , (4), = 




(3), = . (4), = ^ (9.S1687) 




(4), = - (9.558H) 


(/,/) = 3 , (/;,//, 1) 


= 3 , {IllMi) = 3 . {7V,;V.3) = 6.6881 



32. 
Es ist klar, dass hierauf die Gewichte der Stucke des Dreiecks 
(1)(2)(3) sich nicht andern können, da dieses Dreieck an der hinzuge~ 
kommenen Bedingungsgleichung keinen Theil hat. Untersuchen wir aber 
die Gewichte einiger anderen Winkel und Seiten. Zuerst soll das Ge- 
wicht des Winkels (3)2 berechnet werden. BiefUr wird 

' (M,3)i s 1 , i{ = 1 , (/V,¥] = {IV,M,3) = -I- 2.4592 
S=s 0.7034 ■, 1»= 3.372 

Dieses Gewicht hat sich durch die hinzugekommene Bedingungsgleichung 
im Verbaltniss von 

1 : 1,421 
vergrössert. 

33. 

Für das Gewicht von (3)$ könnten wir jetzt die Gleichung 

d(3), = d{3), + (J(1), -f. d{-i)t ■+■ <J[1)s 
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anwenden, aber es ist eben so richtig, und einracher dieselbe Gieichnng 
anzuwenden, die im Art. 26 nach der Eliminalion von i)(3)i gedient hat, 
auch hier zu gebrauchen. Alle dort berechneten Zahlen bleiben bis auf 
5 und P dieselben, es kommt aber 

(IY,M) =■ + < .3049 
hinzu, und hiemit werden 

(/,jf) _ , {;;,«,() = + 0.6438 , {iii.u.i) = + i.imi 

wie dort, hingegen 

(/V,lf,3) = + 0.58*9 , S = 0.8979 
P = 8.682 
im Verfaaltniss von 

i : 1.138 
grösser wie vorher. 

34. 
Berechnung des Gewichts des Winliels (2)i. 

{lf,S), = 4 . fl = 1 , (;/,Af) = 1 . {/V.«) = — 0.3289 
(ff.M.i) = t , {IV.M.3) = — 0.6ä7ä , S = 0.3985 
i>= 1.663 
im Verhaltniss von 

1 : 1.108 
grösser wie vorher. 

35. 

Gewicht des Winkeis (1)4. 

(lf,l), = 1 , Ä = 1 , (//,Jf) = 1 , (ly.M) = + 1.0571 
{/i,M.1) = 1 , (IV.M,3) = + 0.7308 , S = 0.4439 
P= 1.706 
im Verhaltniss von 

1 : 1.137 
grosser wie vorher. 

36. 

Gewicht der Seite (2)(5). Zu den Zahlen des Art. 27 kommt 

(/V,M) = — 49.52 

hinzu , und es werden demzufolge 

(/,«) = - 8.293 , {II.M,t) = — 34.126 , (///.Jf,2) = - 72,660 

ff = 2800,6 
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^leielvwie «. «. 0., iä>er aasserdem 

ond hienit fcehomim mm 

S = 2193.0 

p — ö,aoHi6 

im VerhSllniss voq 

1 : 1.036 
grösser wie vorh^. 

37. 
Gewicht der Seite (4)(5). Aasaer den Zahlen des Art. 22 wird 
hier noch 

{IV.M) = — 29.13 , (/r,M,3) = — 28.73 
S » 1 47.9 
P =: 0.000967 
im VerhsUniss von 

1 : 1 ,< 20 
grösser wie vorher. Man sieht hieraus, dass die neu tiinzugekommeDe 
Bedingiingsgleicbung alle Gewichte vergrössert, und im gegeDwürtigeo 
Falle ist die Vergrösserung am Ansehnlichsten bei dem Winkel (3)] , der 
als beobachteter Winkel hinzugekommen ist. 

36. 
Nehmen wir jetzt an, dass ausser den bisher als 'beobachtet be- 
trachteten Winkeln, auch der Winkel (2)(S](3) s= (3)« beobachtet wor- 
den ist, und untersuchen wir wieder die Gewichte die hieraas hervor- 
gehen. Die neue Bediagungsgleichuqg ist nun 

== <*(3), + (J(1)4 + d(2)* + d[1)s - (J(3)i 
und das Täfelchen der Differentialquotienten wird in Folge dessen 
das folgende 
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Die CoefficienteD der EndgleidbungeD , die hieraus folgen, sind in 
der folgenden Tafel zasammenfiesteHk 
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5 



and hieraus bekommt man 

(S), = . (3), = , (+), - , (»),■= 

(3), = , (l), == — (9.61627), (5), = — (9J!8288) 
(4), f — {».558H), (5), = - (9.82391) 
(S), = _ (9.73546) 
(/,/)— 3, (;/,//,1)=3,(/;/,///.S!)=3,(»',n',3)=6.6281,(F,F.4)=1. 3731 

39. 
E8 sollen jetzt wieder die Gewichte derselben StUcl^e des Netzes 
berechnet werden, wie im vorheigeheadeo Falle. 

t^wicht des Winkels (3)i. Zu den Zablenwerthen des Art. 32 
kommt hinzu 

(V,M) = 1 
und hieraus folgen 

(V,Ä,i) ^ — 0,1742 . S = 0,725.5 
P= 1.644 
im Verbaltniss von 

1 : 1.081 
grosser wie vorher, 

40. 
Gewicht des Winkels (3)a. fli«fllr itekomBHn wir jetzt, nachdem 
dieser Winkel zu den beobachteten gebUrt, 

(V,3)s = I , R = 1 . (V,M) = (V,lf,4) =. — \ ,S — «.7883 
P-= 3:681 
im VerhtlTtniss von 

1 : 1.S78 
grtlsser wie vorher. 
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i1. 
Gewicht des Winkels (2)3. Hier findet man ausser den Zahlen- 
wertlien des Art. 34 

(V,Jf) = 
(F,V,i) >t; + 0.02(0 . S = 0.3989 
P= 4.66i 
Der Zuwachs dieses Gewichts ist sehr Idein. 

ii. 
Gewicht des Winkels (t)4. Zu den Zahlenwerthen des Art. 35 
kommt hinzu 

(f,Ä) = < 
(F,Jf,i) = + O.ilOi , S = 0.t67( 
P =1.877 
im Verbaltniss von 

1 : 4.<00 
grtteser wie vorher. 

(3. 
Gewicht der Seite (!)(5J. Zu Art. 36 komm! hinzu 
(F,J«) = - 74.48 
(F,tf,4) = — 8.K , S = 2SI40.9 
P = 0.00<786 
im Verhfiltniss von 

i : (.086, 
grosser wie vorher. 

44. . 

Gewicht der Seite (4)(5). Zu den Zahlen des Art. 37 kommen hinzu 
(V.M) = — 88.46 
<.V,M,i) = — i2.)0 , S = S64.5 
P» 0.001078 
im Verbaltniss von 

) : 1.(16 
grosser wie vorder. Die zweiseilige Beobachtung der Diagonale hat 
also hier die Gewichte , die aus der einseitigen Beobachtung derselben 
hervorgehen, mit Ausnahme des Gewichts der hinzugekommenen Beob- 
achtung, nur wenig vergrOssert. 
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45. 

Um endlich auch die WirkoDg einer Bedingungsgleichung namerisch 
darlegen zu kOnnen , in welcher sehr kleine Winkel vorkommen , soll 
noch angenommen werden , dass der Winkel (5)('t )(3) = (ä!]i gemessen 
worden ist, welcher nach dem Art. 28 nur 5" 25' betragt. 

Die Bedingungsgleichung, die hieraus entsteht, ist schon im Art. S8 
au^estellt, und das neue Tafelchen der Differentialquotienten wird da- 
her, nachdem die neue Bedingungsgleichung mit der Zahl 200 dividirt 
und ^2}s daraas eliminirt worden ist, das folgende. 
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9.58255 


+ 0.3881 


) 
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8.88358 


+ 0.0765 



Za deo Coefficienteo der EndgleichrngeD des Art. 38 kommen jetzt 
die folgeodea hinzu. 
(/.V/) = + 1.3(72 . (//.V/) = + 1.3128 , (///,VJ) = + 1.3510 
(/F.n)= — 0.0*92 , (F,FJ) = + 0.10*0 , (F/.W) = 11.0631 
and die fUr die folgenden Rechnungen erforderlichen Huifsgrössen sind 
in vollständiger Zusammenstellung die folgenden. 
(2),=0,(3),— 0,(*)i=0 , (6),= 0, {6),=— (9.6*254) 

(3),=0,(*),=-(9.51 627),(5),=— (9.52ä88),(6),=— (9.6il 07) 
(*),=— (9.55811),(5),=—(9.82391),{6),=— (9.6535*) 
(5),=— (9.735*6),(6),=+(9.1 6*75) 
(6).=+(9.71209) 
(/,7) = 3 , (lim) = 3 , (///,H/,2) = 3 
(/V,JF,3) = 6.6281 , (F,V,*) = 1.373) , (V/,V/,5) = 8.7956 

*6. 
Berechnen wir nun wieder die Gewichte derselben Stacke des 
Dreiecksnetzes, wie vorher, aber mit HiozufUgung der Stucke des Drei- 
ecks (1)(2)(3). 

AUiBlI. i. K. 8. GtMllKh. d. WiMUKh. XIV. 3 
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Gewicht des Winkels (1)i. Hier erhalten wir 
J2 = <!()), . (Jf,)), = ( 
und alle Übrigen Grössen dieser Gattung sind Null. 
Ferner 

R= < 
(/,Jlf) = 1 . {VI.M) = - 0.0469 
und hieraus 

(f/,Af,5) = — 0.4859 , S = 0.360i 

P= 1.863 

im Verbaltniss von 1 : 1.042 grösser wie das ursprüngliche Gewicht. 

47. 
Gewicht des Winkels (1)i . 
(»,(1, = 1 , (/,M) = i . {yi,M) = + 0.0S18. «= 1 
{VI.M.S) — — 0.3877 , S = 0.3504 
P = 1.Ö40 
im Verhältniss von 1 : 1.037 grösser wie das ursprüngliche Gewicht. 
Es ist leicht einzusehen , dass die Gewichte dieser beiden Winkel durch 
die hinzugekommene Beobachtung des Winkels (2)i nicht sonderlich ver- . 
grössert werden können. 

48. 

Gewicht des Winkels ^3)3. Man findet hier 

(,»,3), = 1 , (/,Jf) = 1 . {Yr.M) = + I.31S8 , « = 1 

(YI.M.i) = + 0.8738 . S = 0.4801 

P = 1.725 

im Verbaltniss von 1 : 1.150 grösser wie das ursprungliche Gewicht. 

Die Vergrösserung dieses Gewichts ist schon bedeutender , wie die der 

beiden vorher betrachteten. 

49. 

Gewicht des hinzugekommeDen, beobachteten Winkels (2)i. Hier sind 
(M.i)t = 1 , (V/.Jf) = {Vl.M.S] = + 2.4833 
B = 1 , S = 0.6676 
P = 3.009 
im Verbaltniss von 1 : 1.758 grösser wie das ui^prüDgliche, im Art. 29 
berechnete. Gewicht. Die Vergrösserung des Gewichts dieses kleinen 
Winkels ist also bedeutend. 
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50. 

Knüpfen wir hieran sogleich die Berechnung des Gewichts des bis 
jetzt noch nicht beobachteten Winkels (ä)s, der zufolge der Art. 28 = 4H 5' 
ist. Wir konnten hier zur Berechnung die Gleichung flir J2=^2]jsetc. 
des Art. 28 anwenden , allein es ist einfacher sich der folgenden zu 
bedienen, 

Sl = (»(2), + ^4)3 + (J(2), + <>(3), 
die auf einfache Weise aus dem Dreiecke (1)(3)(5) entspringt. Diese 
Gleichung giebt 

(Af,2), ^ \ , (JtfJ), = i . (Jtf.2)» s= 1 , (Af,3)3 = 1 . fi = 4 
Ferner 

{IM} = i . {IfM) = < > [tllM) ^ i , {IV,M} = — 0.0983 , {VM) — 
(V/,Ä) = + 6.3617 
und hieraus 

(//,M,1) = 1 , {/H,if,2) = 1 , (/V,Jf,3) ^ — 0.7881, 
(V,M,4) = - 0.5715, (V/,Jtf,5) = -I- 4.6251 , S = 3.7636 
P = 4.231 
im VerhBltniss von 1 : 1.814 grösser wie das im Art. 28 berechnete 
ursprttDgliche Gewicht dieses Winkels. Zu bemerken ist hier, dass wie- 
der nicht nur das Gewicht des berechneten Winkels (2)« grösser ist wie 
das des beobachteten (ä)i , sondern das Verbältniss der Vergrösserung 
desselben grösser ist, wie das jenes. 

51. 
Zur Berechnung des Gewichts des log. der Seite (1)(5] dient wie- 
der die im Art. 30 erhaltene Gleichung, nachdem die Variation d[i)i 
daraus elimtnirt worden ist. Dieses ist a. a. 0. schon geschehen, and 
die dortigen numerischen Werthe gelten auch hier, nur dass 

{IV,ai) := — 8.748 , {V,M) = — 11.262 , (T/,M) = — 21.320 
hinzu kommen. Es werden nun hier 

(/,Jf) — _ 6.969 , {//,M,1) = + 0.91 4 , (///,Af,2} =t — 3.221 

(/F,M,3) —— 7.884 , (V,M,4) * — 5.133 , (V/,Jtf,5) — — 21.009 

S = 98.7 

P :» 0.002388 

Dieses Gewicht hat sich im Verhaltnisa von 1 : 1 .1 88 gegen das a. a. 0. 

berechnete vergrössert. Also ungeachtet der kleinen Winkel, auf welchen 

die neu hinzugekommene Bedingungsgleichung beruht, hat diese doch 

3" 
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wesentlich zur VergrOseerung der Gewichte der zuMclist damit in Ver- 
bindung stehenden Dreiecicsstilclfe beigetragen. 

6«. 
Gewicht des Winiiels (3)i. Zu den Zahlenangaben der Artt. 32 und 
39 kommt hinzu 

(V/,M) = 
und hiemit werden 
(IY.M.3) = + S.1898, (V.Jf.i) = — 0.(74S, (p;,Jf,5) = + 0.2257 

S = 0.7313 

P = 3.726 
und das Verhaltniss der Vergrösserung von P gegen die Bestimmung 
des An. 39 wie < : < .022. 

58. 
Gewicht des Winkels (3)&. Zu den Zahlenwerthen des Art. 40 
kommt hinzu 

(W,«() = 
und hiemit 

(F.Jf.i) = — ( , {F;.lf,6) =. — 0.6154 

S = 0.7886 

P= 4.141 

mit dem VergrOsserungsverbaltniss 1 : 1.125 gegen die Bestimmung des 

An. 40. 

64. 

Gewicht des Winkels (2)]. Zu den Artt. 34 und 41 kommt hinzu 
(W,Af) = — 0.0658 
also 

(//,Jf,1) = 1 , (nf, Jf,3) = — 0.6572 , {V,M.t) = + 0.02iO 
(W,Jlf,5) = — 0.6871 . S = 0.4381 
P= 1.780 
mit dem Vergrösserungsverhaltniss i : 1.070 gegen die Bestimmung 
des Art. 41 . 

86. 
Gewicht des Winkels (1)«. Zu den Angaben der Artt. 36 und 42 
kommt hinzu 
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(V/,JI) = + 0.0658 
also 

(fflf.l) = ) , (/FAS) = + 0.7308 , (V,*,i) = + 0.2708 
(V/,lf,5) = — 0.(260 , S = 0.4689 
P= (.833 
mit dem Vergrösserungsverhaltiuss 1 : 1 .003 gegeo die BeslimiDUDg des 
Art. 12. 

56. 
Gewicht des log. der Seite (2)(5). Zu den Artl. 36 und (3 kommt 
hinzu 

{YI,Uj = — 60.68 
also 

(/.M) = — 8.S93, (lI,M.f) = — 34.(26, (//;,Jf,2) = — 72.660 
{ir.M.3) = — (2.04, (V,lf,i) = — 8.(( , (W,M,6) = — (4.97 
5 s= 2266.4 
P= 0.00(872 
VergrOsseningsverhaltniss 1:1,048, gegen die BestimmuDg des Art. 43. 

57. 
Gewicht des log. der Seite (4)(5). Zu den Artl. 37 und 44 kommt 
hinzu 

(W3f) = — 7.91 
hiemit 

(/,«) = — 8.29, (//,Jf,() = . (/n,M,2) = — 1.(0 
(;F,Jf,3)= - 28.73, Iv.M.i) =— (2.10, (V/,M,5) = — (4.2( 
S = 277.5 
P= 0.00(106 
VergrOsserungsverhaltniss ( : 1 .026 gegen Art. 44. 

58. 
Schliesslich soll angenommen werden , dass auch der Winkel (2]( 
heobachtet worden ist, wodurch den bisherigen Bediogungsgleichungen 
die folgende hinzugefügt werden muss. 

(2), + (1)s + (8), + (3), + (2). = 180» 
Die Tafel des Art. 45 bekommt m Folge dessen die folgende Zusatz- 
colnmne. 
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Zu deo Coefficienten der EndgleichuDgen kommeo hinzu 

(/.w/) = ) . (iiMt) = 4 , (iii.Yir) = 1 , (ir.nr) = - o.o983 

{V.YII) = , (W,W/) = H- 6.3647 , {VILVII) = 5 
uDd zu den Htllfegrössen die folgeuden 
(7), = — (9.52ä88) . (7), = — (9.62288) . (7), = — (9.62288) 
(7), = + {9.07849} , (7)s = + (9.64 92t) , (7), = - (9.72081) 
(W/,F//,6) 4.2366 
Es sollen nun wieder die Gewichte derselben Dreiecksstacke he- 
rechnet werden wie vorher. 



59. 
Gewicht des Winkels (1)i. Zu den Zahlenangahen des Art. 46 
kommen hinzu 

{WMi = . (W/,M,6) = — 0.0778 

S = 0.3690 

P= 4.S78 

VergrOsserungsverh&ltniss 4 : 4.009, gegen die Bestimmung des Art. 46. 

60. 

Gewicht des Winkels (4 )j. Zum Art. i7 kommen hinzu 

{YII.M) =: , (VftJf.e) = — 0.4 295 

S = 0.36i0 

P= 4.572 

VergrOsseningSTerfaaltniss 4 : 4 .024 , gegen Art. i7. 

64. 
Gewicht des Winkels (3)j. Zum Art. i8 kommen hinzu 
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(WM) — 1 , (W/,M,6) = + 0.S073 
S = 0'.(5i9 
P= i.SSi 
VergrMsemiigsTeiiiSltiusg 1 : 1.064 gegen Art. 48. 

ti. 

Gewicht des Winkels (S)i. Zum Art. 49 kommen binza 

{W.M) = 1 . (17/,Jlf,6) - - 0.8T4J 

S = 0.7284 

P = 3.682 

Vergrösserungsverhüttniss 1 : 1 .223 gegen Art. 49. 

63. 
Gewicht des hinzugekommenen, beobachteten Winkels (2)$. Zum 
Art. 60 kommen hinzu 

(F//,Jlf) = (W7,M,6) - 1 
S = 0.8088 
P ~ 5.230 
VergrOsserungsverhSltniss 1 ; 1 .266, gegen Art. 50. 

64. 
Berechnung des Gewichts des log. der Seile (1X5). Zum Art. 51 
kommen hinzu 

(YIJM) = - 14.925 , (W/,lf.6) = - 3.859 
S= 110.7 
P = 0.002458 
Vergr6sserungsverhältni88 1 ; 1.030 gegen Art. 51. 

65. 

Gewicht des Winkels (3)i. Zum Art. 52 kommen hinzu 

(V7/,lf) = , (V;/,K,6) = + 0.0656 

S = 0.7347 

P _ 3.770 

VergrOsserungsverhaltniss 1 : 1.012 gegen Art. 52. 

66. 
Gewicht des Winkels (3)5. Zorn Art. 53 kommen hinzu 
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{Vn,M) ^ , (W/,Jlf,6) -: — 0.4 i52 
S = 0.7756 
P = i.i57 
VergrösseniDgsverhaltDJss f : 1 .076 gegen Art. S3. 

67. 

Gewicht des Wiakels (2)]. Zum Art. 5i kommeD hinzD 

(VU.M) = , (F//.Äf,6) = + 0.2i05 

S = 0.4849 

P— 1.941 

VergrOsseruDgsverh&ttDiss 1 :1.091 gegea Art. 54. 



Gewicht des Winkels (1)4. Zum Art. 65 kommen hinzu 
(F//.M) == . (V//,M.6) = + 0.8654 
S = 0.5259 
/>= 2.109 
VergrOsserungsverbaltniss 1 : 1.120 gegen Art. 55. 



Gewicht des log. der Seite (2](5]. Zum Art. 56 kommen hinzu 
(VILM) = - 43.82 . {F,M,6) ^ — 2.39 
S» 2271.0 
Pss 0.001888 
Vergrosserungsverhaltniss 1 : 1 .009 gegen Art. 56. Ich habe die Be- 
rechnung dieses Gewichts eben so bebandelt, wie die der Übrigen Ge- 
wichte. Es liegt hier die DifferentialgleicbuDg des Art. 27 zu Grande, 
in welcher die Variationen derjenigen Winkel eliminirt worden sind, die 
dort zu den nicht beobachteten zählten. Allein hier hatte auch die 
Gteichnng 

J2 :* + 9.374(^(1)1 — 12.156 i<»(1)s + «»(2)s| 
— 17.667 (»[3)3 — 40.396 (»(3), 
desselben Artikels angewandt werden können, da jetzt alle m derselben 
vorkommenden Winkel zu den beobachteten zählen. Um die Uebereio- 
stimmung der auf beide Arten berechneten Resultate za zeigen, soll hier 
noch dasselbe Gewicht mit Zugrundelegung der vorsiebenden Gleichung 
berechnet werden. Han bekomipt jetzt 
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(J«,1), = + 9.37t , (M,3), = — (7.667 
(M.t), _ — U.166 , (Jtf,3), = - iO.396 
(*,2), = — 1SI.)56 , 

und hieraus zuerst 

R = «387.3 

ferner 



(7.Jf) = 


— 8.293 , 


{T,M) = 


■t- iO.396 


{«.«) = 


— 12.166 , 


(V/Jf) = 


— 55.56 


(///^) = 


— 12.156, 


{yii.M) = 


— 11.979 


(/V,M) = 


+ 1.195 






und hieraus 








{//.M.l) = 


— 12.166 , 


(f,if,i) = 


+ t7.3H 


(ffl.W.S) = 


— 12.156, 


(VI.Jf,6) = 


— 15.327 


(/r,jf,3) = 


+ 9.580 , 


{rar,*,6) = 


— 2.212 




S= 1797.8 






P= 0.001888 





70. 
Gewicht des log, der Seite (4)(5). Zum Art. 57 kommen hinzu 

(rarjf) = — 3.47 , (v;/,M,6) = - 1.33 

S = 278.9 
P= 0.001 107 
VergrOsseruDgsverhaltniss 1 : 1.001 gegen Art. 57. 

71. 
Ich werde nun noch die Gewichte der Seiten (2}(3) und (3)(i) mit 
Zuziehung aller Bedingungsgleichungen berechnen, die ursprünglich 
zwar aurgenOmmen, aber weiterhin übergangen worden sind. 

Gewicht des log. der Seile (2)(3). Die Grundgleichung und der 
Werth R — 400.1 bleiben wie im Art. 20, und ausserdem ergeben sich 

(/,«) = — 8.29 , (V7,Jf) = — 23.64 , (W/,*) = - 17.67 
woraus 

(V;,«,5) = — 20.00 , (W,M,6) = - 4.40 
S == 84.1 
P= 0.003164 
hervorgehen. Das VergrOsserungsverhaltniss wird 1:1. 193 gegen Art. 20. 
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72. 

Gewicht des log. der Seite (3)ft). Die Grundgleichung und der 
Werth R = 746.5 bleiben wieder wie im Arl. 21, und ausserdem er- 
geben sich 

(IM) ^ — 8.29 , {IV. Jf) = — 18.24 , (F,M) = — 13.16 
{VIM) = - 25.38 , (F//Jtf) = - 17.67 
woraus die Werihe 

(/V.Jtf,3) = — 18.24 , (V,M.4} = — 3.24 

(F/,M,5} = — 26.08 . {VII,M,6)= — 4.72 

S =! 176.3 

i>= 0.001754 

hervorgehen. Das VergrOsserungsverhältniss wird 1: 1.269 gegenArt.21. 



73. 

Im Voriiei^eheaden sind mit Ausnahme der beiden oben berech- 
neten Gewichte die Vergrösserungsverhsitnisse von Stufe zu Stufe an- 
gesetzt worden , hier sollen dagegen dieselben aus den arsprunglicheo 
und den schliesslichen Werthen berechnet angesetzt werden, um die 
volle Wirkung der angeführten zwei Diagonalen in das ursprünglich be- 
trachtete Dreiecksnetz erkennen zu können. 
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Man erkennt hieraus ohne Weiteres, auf welche Dreiecksstucke die 
Beobachtung der zwei Diagonalen eine grössere oder kleinere Wirkung 
ausgeübt hat. Es liesse sich io der Figur noch eine Diagonale, ein- 
fuhren, aber da ich meine, dass die bisher betrachteten dem Zwecke 
gnügen, so unterlasse ich dieses. 

74. 

Wir können aus dem Vorhergehenden schon einige Schlüsse ziehen, 
die allgemein statt finden. 

1) Jede neu hinzukommende Bedingungsgleichung vergrössert die 
Gewichte , sei sie eine Winkel- oder sei sie eine Seitengleichung , und 
seien die Coefficienten derselben wie sie wollen. 

ä) In Folge dessen ist uicht unbedingt nothwendig in jedem Drei- 
ecke alle drei Winkel zu messen, wenn nur statt der fehlenden Winkel- 
gleichungen eine entsprechende Anzahl von Seitengleichungen votiian- 
den sind. 

3) Wo keine Diagonalen eingeschnitten werden können, ist die 
Messung aller drei Winkel jedes Dreiecks unerlnsslich. 

4} In den Bedingungsgleicfaungen sind die kleinsten Winkel zulassig. 

5) Seitengleichungen mit sehr kleinen Winkeln üben auf die Ver- 
grössening einiger Gewichte grossen Einfluse aus , der Einfluss über- 
haupt erstreckt sich aber nicht weit über den Bereich der Bedingungs- 
gleichung hinaus. 

6) SeitengleichuDgen ohne sehr kleine Winkel vergrössem im All- 
gemeinen die Gewichte der Winkel, von welchen sie abhängen, weniger, 
ihre Wirkung erstreckt sich aber auf einen grösseren Theil des Dreiecks- 



7] Zwei einseitig beobachtete Diagonalen wirken in der Regel vor- 
theilhafter ein, wie eine zweiseitig beobachtete. 

8} Da die Gewichte der Dreiecksseiten abnehmen, je weiter sie von 
der Grundlinie entfernt liegen, oder je mehr Dreiecke bei ihrer Berech- 
nung zu durchlaufen sind, so ist es von bedeutendem Vortheil, in ange- 
messenen Entfernungen von einander, so viele Grundlinien zu messen, 
wie die Umstände zulassen. 

75. 

Wir wollen jetzt die drei an einander gereihten Dreiecke der fol- 
genden Figur betrachten. 
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Die Wiokel , die eben so bezeicbaet sind , wie in der vorhergehenden 
Figur, sollen hier die folgenden Werthe haben. 

((), = 66», (2), = 33», ((), = 60« 
(1), = 64, {«), = <0, {%).= 50 
(3), = 50. ()), = (37, (()>•= 70 

76. 
Die Bedingangsgleichungen and deren Diffeientialquotienten wer- 
den nnn wieder dieselben wie im Art. 16, nemlich die letzteren : 
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Die Divisoren werden auch dieselben, nemlich : 

{lj) = », (IIJI) = 3 , {inMI) — 3 
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aod die Gewichte aller Winkel erhalten wieder den gemeioschaftlichen 
Werth 1,5. Da das erste Dreieck der vorstehenden Figar dieselben 
Winkel hat, wie das erste Dreieck der Figur des Art. 15, so wird wie- 
der das Gewicht des log. der Seite (2]{3) eben so wie im Art. 20, nemlicb 

= 0.002668 
aber die Gewichte der Seiten der anderen Dreiecke werden anders. 

77. 
Gewicht des log. der Seile (3](4). Die Gnmdgleicbnng ist dieselbe 
wie im Art. 21 , aber die numerischen Werthe der Dilferentialquotienlen 
werden zum Theil anders, und zwar 

J2 — + 9.38i»(1), + 32.t3i»(2)i — 17.67(1(3), + 22.58<)(1), 
Hier bekommt man also 

(Jtf,1), = + 9.38 , (Jf,3), = - 17.67 
(M,2)j = + 32.43 , (If.l), = + 22.58 
R= 1061.4 
ferner 

(/,»] = — 8.29 . (/7.JI) ^ -I- 55.01 , (in.Kj = 

5= 103(9 

P= 0.001076 

VergrOsserungsverbfiltniss 1 : 0,779 gegen Art. 21.. Das Gewicht der 

oben genannten Seite {3)(4) der Figur des Art. 75 ist also wesentlich 

kleiner, als das Gewicht der gleichbenannten Seite der Figur des Art. 1 5. 

78, 
(jewichl des log. der Seite (4](5). Die Gmndförmel ist hier die des 
Art. 22. und die Differentialgleichung derselben wird jetzt 
J2 = + 9.38()(1), + 32.43i)(«), + 12.16(t(1), 
— 17.67i)(3), + 22.58(1(1), + 7.67it(1)s 
also 

(lf,1), = + 9.38 , (M,3), = — 17.67 

(»,2), = + 32.43 , (Jf,1), = + 22.58 

(M,1), = + 12.16 , (M,1). = — 7.67 

A = 2168.0 

(/,H) = — 8,29 , (nM) — + 5S.0I , (/r/.H) ^ -t- 4.49 

S = 1038.6 

P = 0.000813 
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VergrOSfierangsverhallDiss 1 :0,94S gegen Art. 22. Das Gewicht wird 
also liier wieder Itleioer als das der gleichbenannten Seile der Figur des 
Art. 16, das Verhältniss der Verldeinerung ist jedoch nicht so gross, wie 
im vor. Art. 

79. 
Wir wollen jetzt die Verhaltnisse des zweiten Dreiecks der Figur 
des Art. 75 so andern , dass der Winkel (2); grösser wird. Es seien 
nun die zwei Winkel dieses Dreiecks 

(S)j = 76», (1),-98« 
wahrend alle übrigen Winkel unverändert bleiben. Unlersuchan wir 
jetzt die Gewichte der beiden vorher betrachteten Seiten. 

80. 
Gewicht des log. der Seite (3)(i}. Die Diierentialgleichung wird jetzt 
J2= + 9.38it(t), + 5.a4J(2), — i7.67i»(3), + 1.84<I(1), 
also 

(M.l), = + 9.38, (lf,3), = -17.S7 

(lf,2), = + 5.64 , (Jf.l), = + 1.84 

R = 435.3 

{l,M] = — 8.29 , {II,X) = + 7.48 , {in,M} = 

,S= 41.6 

P =c 0.002540 

Vergrösserungsverhaltniss 1:1.838 gegen Art. 21 . Das VergrösseruBgs- 

verhältniss ist also hier bedeutend im Vergleich mit der Figur des Art. 1 5. 

81. 
Gewicht des log. der Seite (4)(5]. Die Differentialgleichung wiid 
jetzt 

J2 = + 9.38()(1), -t 5.64<t(2)! + 12.16<!{1), 
— 17.67.1(3), + 1.84<)(1), — 7.67il(1), 



also 



(Jf,1), = + 9.38, (l»,3)j= — 17.67 

(Jir,2>< = -I- 5.64 , (Jf,<), = -I- 1.84 

(lf,1), = + 12.16 , (M,1), »: — 7.67 

ü= 641.9 

(/,») = — 8.29 , (//,«) = + 7.48 , {fl/,*f) = + 4.49 
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S = iS.3 

P= 0.001685 
Vei^rOsseruDgsverbaltDiss 1 : 1,952 gegen Art. 22. Also auch das Ge- 
wicht dieser Seite hat im Vergleich mit dem der gleichbeDanoteD Sdte 
der Figur des Art. 15 eine bedeutende Yei^rOsseruDg erhaltsD. 



82. 

Wir kODoen aus den vorsteheadeo UntersuchungeD einen wichtigen 
Schluss ziehen. 

«Die alle Vorschrift, dass io den an einander gereihten Dreiecken 
«eines Dreiecksnetzes kein Winkel vorkommen dürfe, welcher kleiner als 
•240 oder bez. 30° ist, ist einer bedeutenden Erweiterung filbig.> 

Und zwar: 

oln an einander gereihten Dreiecken ist auch der kleinste Winkel 
«statthaft, vorausgesetzt dass in demselben Dreieck kein zweiter einiger 
«Maassen kleiner Winkel vorkommt, und sich die Forlsetzung des Drei- 
ecksnetzes an die längere Seite knüpft.» 

Dieser Satz gilt auch dann wenn mehrere Dreiecke, die Einen klei- 
nen Winkel enthalten, an einander gereiht sind. 



Um den Naobtheil mehr hervor zu beben, welcher entsteht, wenn 
ein angereihtes Dreieck zwei kimne Winkel bat, und man zugleich die 
Fortsetzung des Netzes an die kl^oste Seite knUpft , soll das Tolgende 
Beispiel dienen. 

Denkt man sich in der nacbfbigenden Figur vorlfiu&g die Seite (2)(5) 
weg, so besteht sie wieder aus drei an einander gereihten Dreiecken, in 
welchen die Winkel die folgenden Werthe haben. 

(1)i = 66°, (2), = 5°, (1)s a= 63° 
{1)i= 64, (2}s= 15, (2), = 107 
(3)3= SO, (1),= 160, (1)s= 18 
Es wird nun wieder das Gewicht jedes Winkels »* 1,5, und da 
das erste Dreieck dieselben Winkel hat, wie in den vorhergebenden Fi- 
guren , so wird auch wieder das Gewicht des log. der Seite (2}(3} = 
0.002652. Aber die Gewichte der Übrigen Seilen werden nun sehr klein. 
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u. 

Gewicht des log. der Seite (3)(4}. Die Differentialgleicbnog wird jetzt 

ji = + 9,38j(t), + äto,66<)(2}, — ^^.6^^{^), + sr.ss^t), 

also 

(M.l), = + 9.38 , (lf,3), = — (7.67 
(Jf,8), = +2i0.66 , (»,1), = + 67.85 
A = 61 683 
(/,lf) = — 8.39 . {UM) = ■*■ 298.94 , {IHM) = 
S = S9726 
P= 0,0000313 
YeiigrOsseruDgsverbaltDiss 1 ; 0.023 gegeo Art. 21 , und dasselbe 
1:0.012 gegen Art. 80. 

8S. 
Gewicbt des log. der Seite (i)(5). Die Diffietentialgleichnng wird jetzt 
Jl = + 9.38il(1), +240.66(1(2)! + 14.7ii)(1), 
— 17.67.1(3), + 67.8Si»(1), — 64.80c)(1)i 
also 
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{M,^)t = + 9.38 . (Jf,3), = — 17.67 
(Jf,2), = +2t0.66 , (Jf.l). = + 57.86 
(M,1), = + U.7* , (M,4)s = — 64.80 
B = 66080 
(/,«) = — 8.29 , (//,«) = + 298.6( , (///,») = — 50.06 
S = 30661 
P = 0.0000282 
VergrösserungsverhaltDiss 1 ; 0.033 gegen Art. 22 , uod dasselbe 
i :0.0f7 gegen Art. 81. 



Es soll noch das Gewicht der Seite (3)(6) berechnet werden. Die 
(vrundgleichung ist hier 

log (3)(5) = log (1)(2) + log. sin (i), sin (2), sin (2). 
— log. sin (3)j sin (1)« sin (1)s 
und die Differentialgleichung 

J2 = + 9.38i)(1), +240.66i!(2), — i7.67()(3), 
+ S7.85d(<), — 6.44()(2), — 6i.80()(1)s 
also 

{M,t), = + 9.38 , (M,i), = + 67.85 
(W,2), = +240.66 , (Jf,2), = — 6.44 
(lf,3), = — 17.67 , (¥,1)i = - 64.80 
R = 66904 
(/,M) = — 8.29, (//,Jf) = + 298.6( , {///,*) = - 71.24 
5= 3U18 
P = 0.0000290 
Diese drei Seiten bekommen also im gegenwtlrügen Falle sehr kleine 
Gewichte, wie sich voraussehen liess. 

87. 

Es kann von Interesse sein in Erfahrung zu bringen, wie die Ge- 
wichte der Seite (2)(5) und der anliegenden Winkel (3)] tmd (2)t im ge- 
genwärtigen Falle beschaffen sind, wenn man die Voraussetzung immer 
noch festhält, dass diese beiden Winkel nicht beobachtet worden sind. 
Als Vorbereitung zu dieser Rechnung sind, wie weiter oben, zuerst die 
beiden fiedingungsgleichungen aufzustellen, die stattfinden würden, wenn 
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die genaDDten Winkel beobachtet waren. Diese findet man leicht aus der 
Figur des Art. 83 wie folgt : 

■iii[ii).-m.i.iii[(i 1.4.(1),) .111(11. , 

sln(»),.ro(.),.inl(l).*(l).) 

(3). + (!). + (2)s+(2)s = 180" 
und die Auflösung der erslen in Bezug auf (3)2 giebt 

, /OV 8l[l[(l).+ (l),)SiD(l).glp(l). 

»W — jln((J..m,(().*(i).)4.sln[(l),+(l),).ln(l),eo.|l|, 

Hieraus erhslt man 

(3), = i5« 2t',70 , (2)s = 64» 36',30 
Die Differentialgleichung der erslen Bedingungsgleichang wird 
nachdem sie mit der Zahl 1 dividirt worden ist, 

= — S.4729d(2)i + 0.3975i!(3), — 0.7080J(1), 
+ 0.7663J(2), — O.M03ä(1), — (l.745iOJ(2), 
und die der zweiten 

= <!(3)j + d(4), + <>(2), -1- Hi}i 
Löst man die erste in Bezug auf d(3)i auf, so ergiebt sich ftlrdie 
Berechnung des Gewichts dieses Winkels 

J2 = <>(3)! = + 6.22iii)(2), + 1.78Hi>(l), — t.9279il(2), 
+ 0.2776<)(1), + (.8968i»(2), 
und eliminirt mau hiemit (1(3)2 aus der zweiten, so erhält man tar (2]i 
J2 = i)(2), = — e.2241(t(2)i - 2.78)ld(1), + 0.9279(([2), 

— 0.27764(1). — (.89684(2), 
Die Figur giebt ferner 

log (2}(5) = log (i)(2) + log. sin(l), sin [(1), + (2),] 
— log. sin(3), sin(2)s 
womit 

J2 = <(log(2)(S) = + 9.37id())i + 7.663[i!(4}, + 4(2).] 
— 17.6674(3), —10.0034(2). 
oder nachdem 4(2). durch die vorstehende Gleichung eliminirt worden ist. 
Jl = 4log(2)(6) = + 9.3744()), + 6.2234(2), + 36.4824(1). 
— (.6194(2). — ) 7,6674(3), + 2.7774(1), + 18.9744(2), 
sieb ergiebt. 

88. 
Gewicht des Winkels (3)s. Der vor. Art. giebt 

(M,2)! = + 6,2211 , (iW.1), =. + 0,2776 
(lf,1), = + 1,7811 . (Jlf,2), = + 1.8968 
(Jf,2), = — 1.9279 
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uod hiemit 

R = M.iS 

{I.M) — , {n,M) = + i.6708 . (///,Jf) = + 3.6779 

S = K.iS 

P = (^0i65 

8». 
Gewicht des Winkels [2)s. Der vorvor. Art. giebt 

(Jf.S), = — 6.221 1 . («,1), = — 0.2776 
(M,1), = — 2.781 , tJf,2). = — 1 .8968 
(Jf,2), = -I- 0.9279 
and bientiit 

R = 50.98 

(/.») = , {ll,M) = — 5.6708 , {III.M) — — t.6779 

S= 17.64 

P — 0.0300 

Die Gewichte dieser beiden Winltel werden also sehr klein. 

90. 
Gewicht des log. der Seite (2)(5). Der Art. 87 giebt 
(M.1), = + 9.374 , (»,3), = - 17.667 
(Jf.ä), = + 6.S23 , (Ä1), =. + 2.777 
(Jf.l), = + 35.482 . (Jf,2). = + 18.974 
(Jf,2), = — 1.619 
woraus 

R = 2069 
(IM) - - 8.293 , [UM] - + 7.379 , (///,Jf) > + 64.456 
$= 1030 
P = 0.000963 
hervorgehen. Auch ein kleines Gewicht, es kann jedoch dazu bemerkt 
werden, dass es ein wenig grösser ist, wie das, welches im Art. 22 Itlr 
die Seite (4)(S) der dort geltenden Figur erhalten wurde. 

91. 
Es soll jetzt angenommen werden, dass die beiden Winkel {Sji und 
(2)( beoba'chtet worden sind, und es sollen die Gewichte der obigen 
Dreiecksslucke unter dieser Voraussetzung berechnet werden. Die XtiSe- 

4" 
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reatialgleicbuDgen der Dun binzukoauoeDden zwei neuen Bedinguogä- 
gleichuDgen sind schon im Art. 87 gegeben, stellen wir sie nebst den 
überdies statt findenden zusammen , so erhallen wir das folgende Tä- 
felcben. 
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Die Wertbe der CoefficieoteD der Endgleichungen ergeben sich 
hieraus wie folgt. 
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+ 1.0 


III 






.1.0 


-i.teso 


+ (.0 


IV 








7.9*86 


+ 0.4568 
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i.O 



and hieraus ergeben sich die folgendeo Werthe der Hül&grOssen 

(ä), = , (3), = , (1), = , (5), = 

(3), = , (4), = (9.78221) , (5), = -{9.52288) 
(t), = (9.68783) , (6), = -(9.82288) 
(5), ^ — (9.*0253) 
(/^ _ 3.0 , (/V/,1) = 3.0 , (///,///,2) = 3.0 

(/F,/F,3) — 6.(297 , (V.F.i) = 2.9*20 



Gewicht des Winkels (3)j. Wenn wir direct verrahren, so bekommen 
wir hier 

(tf,3), =: ( , ü = ( 

{ir,K) = {ir,M,3) — + 0.3975 , (F.lf) = ( , (V,*,*) = +0.8996 

S = 0.3009 

P= (.i30 

VergrdsserungSTerbaltniss ( ; 5i.O gegen Art. 88. 
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Gewicht des Winkels (S)». Eben so' wie vorher wird hier 
(Jf,2), = ( , R=l 

(y,«) = (v.M.i) = 1 

S = 0.3399 
/>= 1.6(5 
Vergrosseningsverhaltniss ( : 50,5 gegen Art. 89. 

Gewicht der Seite (S[)(5). Da hier der eiste Ausdruck von Jl ae 
ä. log(S](5] SB etc. des Art. 87 Geltung hat, so bekommen wir zuerst 
(Jf,1), - + 9.3Tt , (lf,3), = - (7.667 
(*,(). = + 7.663 , (M,«)s = — (0.003 
(M.i), - -f. 7.663 
und hiemit 

«= K7.5( 
(/,Jt) = - 8.293 , (Il,K) = + 7.663 , {III,M) = + 7.663 
{lY.ll) = — 0.»47( , {V,K) = + 5.323 
{//,»() = (/fl,Jf,2) — (//,«) 

(/F,M,3) = + 7.928 , {7.11,1) = - (.790 
S = 73.i3 
' P = 0.002906 
Vergrösserungsverhaltniss ( : 3.0( 8 gegen Art. 90. 

95. 
(jewicht des log. der Seite (3](5). Die Gnindgleicbung kann jetzt 
wie folgt gestellt werden, 

log(3)(5) = log(()(2) + log.sin(1),sin(3), — log.sin(3),6in(2), 
und diese giebt 

J2 — + 9.37*i»((), + 20.75M3), — (7.667(1(3), — (0.003i»(2). 
mithin 

(*.(), = + 9.37i, (Jf,3), = — (7.667 

{«,3), = + 20.75i , (Jf,2), = - (0.003 

B = 930.80 

(IM) = - 8.293 , {II.M) = , [IIIM) = 

(n,M) = + 8.260 , (V,M) = + (0.75( 

(//,if,()=(/H,Jf,2)-0, (/7,Jf,3)- +8.250, (FJf,*) =+ 8.666 
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S = 59.57 
P= 0.001148 
Vei^rösseniagsvetiiältDiss 1 : 39.58 gegen Art. 86. 



Iq Bezug auf die in den Arti. 92 und 93 erhalleDen Gewichte der 
Winkel (3)i und (3)&, von welchen das eine kleiner, und das andere nur 
wenig grosser ist wie 1.5, ist zu bemerken, dass die Gewichte der 
Winkel dieses Dreiecks, wenn man den Punkt (4) weglflssl, nur 1,333 
werden. Die Ursache davon ist die Annahme, dass der Winkel (2)(3](5) 
aus den zwei für sich gemessenen Winkeln (1}s und (2]s zusammen ge- 
setzt worden ist. 

97. 
Ein merkwürdiges Beispiel, wie durch Einschaltung eines Dreiecks- 
puukts das Gewicht einer Seite unter Umständen vergrössert werden 
kann, giebt Gauss in seinem nSupplemeDtumtheoriaecombinationisetc.* 
Dieses soll schliesslich hier noch, aber mit einer Aenderung der Winkel- 
gleichungen, die für unsern Zweck dienlich ist, angeführt werden. Die 
dazu gehörige Figur ist die folgende, 
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in welcher 

(1) die Stalioa Wilsede 

(2) - - Wulfeode 

(3) - - Breilhorn 

(4) - - Falkenberg 

(5) - - Hauselberg 

sind. Zur leichteren Vergleicbung führe ich noch die Bezeichnung der 
Richtungen sowohl nach Gauss wie nach mir an. Diese sind 
{0) = (1)., (*) = (!),, (7) = ()). 

(1) = (2). , (6) = (2)., (8) = {2)> 

(2) = {3)., (6) = (3)., (9) = (3). 
(3) -{»)., (<0) = {i). 

(i () = ()),, {U) = (t), 

()ä) = (8),, (15) = (4), 

((3) = (3),, (16) = (S), 
(n) = (3), 
JD welcher Zusammenstellung linker Hand des Gleichheitszeichens die 
Gaossische, und rechter Hand meine Bezeichnung enthalten ist. 

98. 
Die Bedingungsgleicbuagen , die ich anwenden werde, sind die 
folgenden, 

C*)i - (<)i -t- (3)» - (2)2 -I- (2). - (1). = ISO» + . ■ 
(4)i - (2)i + (3), - (i)s + (i)« - (1)* = 180» + e 
(4), - {3). + (3), - (1)4 + (2)5 - (1). = 180" -*- e" 
(3). -{<).-*- (3)i - (1), + (3)s - (2), = 1800-1- ."' 
(2), - {<), + (4), » (3), + (4), - (1), = ISO» + «"- 

»ii.[«).-(l),]gln'|(«).-()}.]sin[UU-(l |.] . 

■in [(8). -(!),] 8iQ[(a),-lM.] «in[(a).-H).l 
gm[W.-(8).] »in [f8|. -(<).] *in|(ai. -Hl .] _ , 
Sil [!»). -[•).] sind«). -(<].] ""IW.-IIIJ 

Die Vergteichung zeigt, dass diese beiden Seitengleichungen mit 
denen von Gauss aufgestellten ohne Weiteres identisch sind, aber dass 
dieses bei den Winkelgleichungen nicht der Fall ist ; im Grunde findet 
dieses dennoch statt, da jene sich aus diesen durch Eliminationen bei^ 
stellen lassen*). 



*} Bs sind (4). — (3), = 8* r und (3),— (l), » t* 1S'. Han sieht hieraus, 
dass Gauss sich nicht gescheut hat, Bedingungsgleichungen mit sehr kleinen Winkeln 
anzuwenden, wie von ihm auch zu erwarten war. 



dby Google 



P. A. HiifSBH, 



Die Tafel für die Coefficienteo der Bediogungsgleichungen steht 
oan wie folgt. 
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welche voraussetzt, dass die erste Seitengleichung mit 300, und ie 
zweite mit 50 dividirt worden ist. 

Die Coefßcienten der Eudgleichungen giebt hierauf das folgende 
Tafelchen. 
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*} Durch die AuQOsung der Gndgleichungen ergeben sich die folgen- 
den Werthe der Halfsgrössen die mit zur Berecfanong der Gewichte 



*) Man &Ddel hieraus, wenn man mit (SOOj* multipUcirt, 
{YI.Vl) = 916888 
wttbrend Gauss 334868 angiebt. Es scheint hier der Fehler bei Gauss zu liegoi; 
hat übrigens nur nubedeutmde Wirkung. 
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(8), _ — (9.32ä88) , 

(3), = - (9.SSä88) , (3), = — {9.8979* 

(*), = — (9.52S88) , (4), = — (9.09691) , (i), = + (9.69897) 

(5)i = , (5)i = — (9.57i03) , (5), = + (9.69897) 

(6), = — (8.361if) , (6), = + (8.99736) , (6), = — (9.2973ä) 

(7), = + (8.18185). (7), = — (9.03807) , (7), = — (9,61 338) 



(5), = + (9.39794) 

(6), = + (9.45981) , (6)s = — (9.54942) 

(7), = + (9.58643) , (7)s = — (7.82737) , (7), = - (9.27562) 

(/,/) - 6.0 . (//,//,1) = 5.3333 . (IllUI.i) = 5,0, (/V, JV,3)= 4.0 

(F,V,4) = 3.75 , (W, n5) = 4.6158 , (V//,Vlf,6) = 1.9968 



99. 
Ich werde jetzt Dar das Gewicht der Seite (3)(4) in Beziehung auf 
(1)(2), das ist das der Seite Breitbom-Falkenberg in Beziehung auf Wil- 
sede-Wul&ode, dasselbe welches Gauss hat, berechnen. Die Grund- 
formel ist 

log(3)(4) = Iog(1)(2) + log.siD [(4),-(2),]sin[(S),-(2),) 
-log.sin[(3).-(1).]sin[(2).-(1).] 
zu welcher bemerkt werden kann, dass die Station (S) darin gar nicht 
vorkommt. Es wird nun 

J2 = — 27.146<)(2), + 27.U6J(4), — 6.326<)(2), + 6.326<l(3), 
+ 14.337.1(1), — 14.337d(3), -f- 27.568i)(1), — 27.568i(2), 
und folgüch werden hier 

(M,2), = — 27.146 , («3), = -I- 6.326 , (¥,1), = -I- 27.568 
(M,4), = -I- 27.1 46 , (Jf,1), = -I- 1 4.337 , (M,2). = — 27.568 
(M.2), = — 6.326 , (Jf,3), = — 14.337 
und hieraus folgt vor Allem 

R = 3485.0 
Die weitere Rechnung giebt « 

(/4f) = — 15.338 , (V,M) = - 14.337 
(//,JI) = - 1.960 , (V/,JI) = - 32.555 , 
\ni.M) = — 0.422 , (W.M) = -I- 35.683 
(n,U) = + 6.326 
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(//,Jf,1) =+ 3.163 , (V,M,») = - 10.427 
(/ff,M,2) = + 3.900 , {V/,M,6)= — 25.097 
(/V,Jf,3) = + )3.784 , (V//,Jf,6)= + 43.625 
und mit Angabe der einzeloen Glieder der Reilie oacli 
30.2 
1.9 
3.0 
47.5 
27.3 
136.5 
1088.8 
5 = 1394.2 
und hieraus folgt 

P = 0.0004564 
Denkt man sich nun die Station (5) weg , so fallen die fünf letzten Be- 
dingungsgleichungen weg, und nur die ersten beiden bleiben bestehen. 
In dem Ausdruck von S fallen zugleich die ftlnf letzten Glieder weg, 
und es wird daher jetzt 

S= 41.1 
wahrend R unverändert bleibt. Das Gewicht welches nno sich heraus- 
stellt ist 

P = 0.0002903 
und die Zuziehung der Station (5) zu Bestimmung der Seite (3)(4) hat 
also das Gewicht derselben im Verhältniss von 

1 ; 1.572 
vergrossert, welches mit dem Gaussischen Resultat, welches 1 : 1571 
ist, befriedigend übereinstimmt. Um das Gewicht der Seite selbst zu 
erhalten fUhre ich nach Gauss an,dass die Lange derselben 26767 Meter 
betragt, und hiemit geben die beiden obigen Angaben des Gewichts des 
log. der Seite das Gewicht der Seite selbst, in den beiden Annahmen 

P= 12.02, und = 7.643 
auch mit Gauss befriedigend übereinstimmend. 
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Suppl. 2. Von der Bestimmimg des mittleren 
Fehlers der nackten Beobachtungen. 

i. 

Im Art. 138 der Abhandlung habe ich ausgeruhil, wie man durch 
Winkel, die zu diesem Zweck eigends gemessen worden sind, die Ge- 
wichte bestimmen kann, die den verschiedenen Beobachtungen beizu- 
legen sind, wenn man in den Fall kommt bei einer Triangulation ver- 
schiedene Gattungen von Beobachtungen von einander unterscheiden zu 
müssen. Zugleich habe ich dort angedeutet, dass man sich za demselben 
Zwecke der bei der Triangulation beobachteten Richtungen bedienen 
kann; diese Bestimmung soll hier ausfuhrlich behandelt werden. 

2. 

Die in der Abhandlung eingerührten, mit p, p', e(c. p,, ;>,', etc. elc. 
bezeichneten Gewichte der Beobachtungen /, l', etc. /,, i,', etc. etc. sind 
den Quadraten der mittleren Fehler, womit diese Beobachtungen an 
sich, und abgesehen von ihrer Verwendung zu irgend einem Zwecke, 
als behaftet angesehen werden müssen, umgekehrt proportional. Diese 
mittleren Fehler und die Verhältnisse der ihnen zugehörigen Gewichte 
haben daher bestimmte Werthe, dermaaseen dass jeder vorhandenen 
Gattung von Beobachlnngen. unabhängig von der Verwendung derselben 
zu irgend einem Zwecke ein bestimmter Werth dieses mittleren Fehlers 
zukommt. 

Da die entsprechenden Gewichte, oder Gewichlsverhältnisse auf 
welche es hier eigentlich ankommt, mit diesen mittleren Fehlern in so 
enger und einfacher Beziehung stehen, so besteht unsere gegenwartige 
Aufgabe ihrem wesentlichen Inhalt nach darin , die genannten mittleren 
Fehler ans den Beobachtungen zd ermitteln. Ich will diese mittleren 
Fehler, um sie von denen zu unterscheiden, die nach der Anwendung 
der Beobachtungen auf irgend eine Aufgabe erhalten werden , die mitt- 
leren Fehler der nackten Beobachtungen nennen. 

Jede Verwendung der Beobachtungen zu irgepd einem Zwecke, 
oder mit anderen Worten , jede Anwendung der Beobachtungen zar 
Losung einer Aufgabe (Uhrt zwar auch auf die Bestimmung des mittleren 
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Fehlers der dazu verwandten Beobachtungen, aber dieser nutllere Fehler, 
den man erst am Schlüsse aller zur Losung der Aurgabe erforderlichen 
Rechnungen erhält, ist von dem mittleren Fehler der nackten Beobach- 
tungen verschieden, der dem Obigen zu Folge zur Berechnung des be- 
treffenden Gewichts p dient. Der jetzt genannte mittlere Fehler besteht 
aus einer Combioation des mittleren Fehlers der nackten Beobachlungen 
mit der Wirkung der Iheoretischen Bedingungen, die die Angabe, auf 
welche die Beobacbtangen angewandt werden, mit sich fUhrt; er invol- 
virt gemeiniglich auch neae Fehlerquellen , die bei der Betrachtung der 
Beobachtungen an sich nicht mit einwirken. 

Beobachtungen, die an sich gleiche Gute besitzen, oder welchen 
dasselbe Gewicht p zukommt , können wenn sie auf verschiedene spe- 
cielle Fälle Einer Au%abe , oder auf verschiedene Au^aben angewandt 
werden, nach der Anwendung eine mehr oder minder grosse Verschie- 
denheit in den aus der Aufgabe hervorgehenden oder berechneten 
mittleren Fehlern zeigen, und dieses tritt namentlich ein, wenn in der 
Aufgabe mehrere Unbekannten voriiommen, die von einander abhängig 
sind , und durch Beobachtungen, die von einander unabhängig sind be- 
stimmt werden müssen. Die Bedeutung dieser, durch die Auflösung 
einer Aufgabe erhaltenen mittleren Fehler kann nie auf die Beobachtun- 
gen an sich, oder auf die mittleren Fehler der nackten Beobachtungen, 
bezogen werden, sondern er bildet blos die Grundlage zur Bestimmung 
der mittleren Fehler der Resultate, die man durch Anwendang der 
Beobachtungen auf die beireffende Aufgabe erhalten hat. 



Es ist daher, um zu einem bestimmten Falle überzugehen, schon 
aus den eben erklärten Gründen unrichtig bei der Ausgleichung eines 
Dreiecl^netzes die durch die Ausgleichungen auf den Stationen erlangten 
Summen der Fehlerquadrate, die in der Abhandlung allgemein mit (U,«) 
bezeichnet worden sind, zur Bestimmung des mittleren Fehlers oderdes 
Gewichts p der nackten Beobachtungen zu verwenden, denn diese {ü,») 
bestehen schon aus einer Combination des mittleren Fehlers der nackten 
Beobachtungen mit den Bedingungen zwischen den verschiedenen Un- 
bekannten, die die Aufgabe der Ausgleichung auf der Station, aus wel- 
cher eben {U,n) hervorgeht, eingeführt hat; Bedingungen, die in der 
Regel auf jeder Station verschieden ßind. 
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4. 

Aber im eben betrachteleo Falle iSsst sich fUr die Uohaltbarkeit der 
Bestimmung des mittlereo Fehlers der nackten BeobachtungeQ aus den 
(U,n) noch ein anderer Grund anführen. Es ist leicht nachzuweisen, 
dass die (U,n) keines Weges unveränderliche^ festeteheode Grössen sind, 
sondern dass im Belieben des Rechners steht ihnen manigfache Werthe 
zuzutheilen. Man hta iu § 3 der Abhandlung gesehen, dass es in der 
AuQösung der allgemeioeo Aufgabe, von welcher die Ausgleichung eines 
Dreiecksnetzes ein specialer Fall ist, unter Umstanden nothwendig wer- 
den kann, bei der Bildung des Systems von Gleichungen , deren Auf- 
losung den ersten Theil der Auflösung der Aufgabe überhaupt ausmacht, 
Eine oder mehrere der Bedingungsgleichungen mit zu verwenden , ond 
dass man in jedem Falle, auch wenn es nicht nothwendig wird, zu einer 
solchen Verwendung der Bedingungsgleichungen berechtigt ist, durch 
welche die Endresultate der Auflösung nicht im Mindesten geändert 
werden. Es ist dieses a. a. 0. nicht nur theoretisch bewiesen, sondern 
auch durch das Beispiel des Art. 56 , u. f. dai^ethan worden. In der 
geodätischen Anwendung der allgemeinen Aufgabe , oder in der Aus- 
gleichung eines Dreiecksnetzes darf man daher auch zu den Ausglei- 
chungen auf den Stationen nach Belieben Eine oder mehrere der vor- 
handenen Bedingungsgleichungen hinzuziehen, obgleich dieses hier nicht 
nothwendig wird. 



Die Bedingungsgleichungen, auf welche diese Aufgabe führt, ent- 
halten immer Richtungen von wenigstens drei Stationen, und durch die 
Zuziehung von Einer oder mehreren derselben zu den Ausgleichungen 
auf den betreffenden Stationen , kann man die Ausgleichung von drei 
oder mehreren Stationen mit einander verbinden, und zu Einem gemein- 
schaftlichen Resultat vereinigen. Es ist leicht einzusehen, dass hierauf 
Werthe hervorgehen müssen, die von denen wesentlich verschieden 
sind, die durch die Einzeinbehandinng dieser Stationen erhalten worden 
waren, die aber demungeachtet mit diesen gleiche Berechtigung haben. 
Nicht nur die auf diesen Stationen aasgeglichenen Richtungen , sondern 
auch, worauf es hier besonders ankommt, der Werth von {U,n) wird ein 
anderer, und es wird folglich die Verwendung dieses Werthes zar 
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BesliramuDg des miltlerea Fehlers der nackten Beobacfatungea eiu anderes 
Resultat geben, wie in dem Falle, wo keine Bedingungsgleichung zur 
AufigleichuDg auf den Stationen verwandt worden ist. 



Durch die erklBrte Zuziehung von Bediflgungsgleichungeu werden 
nicht nur die Resultate des. ersten Theils der Auflösung der Aufgabe. 
sondern zugleich auch die des zweiten Theils derselben geändert, und 
zwar letztere so. dass schliesslich dieselben Endresultate zum Vorschein 
kommen, die man ohne die genannte Zuziehung erhalten haben 'würde. 
Es werden also namentlich nicht blos die Werthe der (U,n) , sondern es 
wird auch der Werth von ü, anders werden, aber diese Aenderungen 
werden stets so beschaffen sein, dass der aus der ganzen Rechnung 
hervorgehende Werth der Summe der mit ihren Gewichten multiplicirten 
Fehlerquadrate, nemlich 

in jedem sp>eciellen Falle unverändert derselbe bleibt. Unter den ver- 
schiedenen in dieser Aufgabe vorkommenden Summen von Feblerqua- 
drateu ist daher in jedem vorliegenden Falle (d. h. in jedem zu behan- 
delnden Dreiecksnetze} nur W diejenige . die einen bestimmten Werth 
hat, während alle {U,n) nebst A, , je nach der Behandlung der Aufgabe, 
sehr verschiedene Werthe annehmen können. 

Da nun die mittleren Fehler der nackten Beobachtungen, der oben 
gegebenen Erklärung derselben zu Folge, auch feste und unveränder- 
liche Werthe besitzen, so können um so weniger die erhaltenen Werthe 
der {ll,n) zu deren Bestimmung .angewandt werden. 

7. 
Wenn man etwa hiezu bemerken wollte, dass die ohne Zuziehung 
von Bedingungsgleichungen erhaltenen Werthe von {ll,n) einen Vorzag 
vor denen voraus hatten , die sich nach dieser Zuziehung ergeben, und 
daher vorzugsweise zur Bestimmung der mittleren Fehler der nackten 
Beobachtangen zu verwenden waren , so lassen sich diesem die folgen- 
den Betrachtungen entgegenstellen. Die durch die im Vorhergehenden 
erklärten, combinirten Ausgleichungen auf den Stationen erhaltenen 
Werthe der (//,n) haben in der in Rede stehenden Aufgabe dieselbe 
theoretische sowohl, wie praktische, Berechliguag wie jene aus den 
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Eiozelnaosgleichungen auf deo StalioDea hervorgehendeD Werthe dei^ 
. selben Grössen. Wenn daher die Einen Werthe BerechttgUDg zur Be- 
stimmung dergenaauten mittleren Fehler haben, so haben die Andern 
dieselbe Berechtigung auch. Da aber diese Werlhe von einander ver- 
schieden sind, so werden auch vei-schiedene Werthe der mittleren Fehler 
daraas hervorgehen, welches unannehmbar ist, da es in der Nalur der 
Sache liegt, dass diesen feste und unveränderliche Werthe zukommeo 
mtlssen. 



Um nun aus den bei einer hinreichend ausgedehnten Triangulation 
beobachteten Richtungen die Quadrate der mittleren Fehler zu erhalten, 
bietet sich zunächst das folgende Verfahren dar. Man ordne auf jeder 
Station die vorhandenen Gyri auf dieselbe Weise, wie zur Ausgleichung 
des Dreiecksnetzes erforderlich ist, nemlich man stelle sie in solche 
Gruppen zusammen, dass die in jeder dieser vorkommenden Richtungen 
ohne Lücken vorhanden sind. Aus jeder Gruppe bilde man so viele 
unabhängige Winkel wie mt^lich, aus welchen hierauf, so wie im Art. 1 38 
erklärt worden ist, das Quadrat des mittleren Fehlers zu berechnen ist. 

Dieses Verfahren ist jedoch nicht das Vortheilhafleste. Denn be- 
zeichnet man die in irgend einer Gruppe von Gyris enthaltenen Rich- 
tungen mit (1) , (2) , (3) , etc., so kann man höchstens nur die halbe 
Anzahl von unabhängigen Winkeln erhalten, da keine Richtung zu zwei 
oder mehr Winkeln verwandt werden darf. Man kann die Winkel 
(ä) -(!),(*)- (3), (6)- (6), elo. 
oder(3)-(1),(t)-(2),(7)-(5),etc. 
u. s. w. bilden , und erkennt leicht , dass in den Fällen, in welchen die 
Zahl der vorhandenen Richtungen ungrade ist, eine derselben zum vor- 
liegenden Zweck unbenutzt fibrig bleibt. Es ist aber ein anderes Ver- 
Eaihren möglich, durch welches alle vorhandenen Richtungen vortheil- 
hader benutzt werden. Dieses soll im Folgenden erklärt werden. 



Das Verfahren des vor. Art. setzt stillschweigend voraus, dass man 
allen auf der Station beobachteten Richtungen dasselbe Gewicht beilegt, 
und da dieses durchgängig zulässig ist, und man selten oder nie sich 
in den Stand gesetzt sieht, etwaige reelle Unterschiede der Gtlle solcher 
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BeobachtuDgen gnUgend uolerscheidea uDd bestimmea zuköDDeo, so 
soll diese Annahme hier ausdrücklich beibehalten werden. In F(^ge 
dessen , wird maD nun vor Allem ans den Beobachtongen einer jeden 
Richtung in jedem der vorhandenen Gyri das aritbmetische Mittel neb- 
meo, und dieses von allen betr. Beobachtungen abziehen müssen. Uii 
diesen IJDterschieden ist dann weiter zu verfobren. Einen wesentUchen ■ 
Umstand bildet hiebet die Eigenschaft, dass der gemeinschaflUche An- 
fangspunkt aller Beobachtungen eines jeden Gyrus eine anbestimmte 
Grösse ist, und man dem zu Folge vor der Vornahme der oben beschrie- 
benen Rechnung die einzelnen Gyri in Bezug auf ihren AnfaugspuDk' 
nur nach Gutdünken hat au&tellen können. Jeder der eben erktürten 
Unterschiede besteht daher aus der Summe von zwei Fehlern , nemlicb 
aus dem eigentlichen Beobachtungsfehler und dem Fehler , den man bei 
der willkuhrlicben Annahme des gemeinschaftlichen Anfangspunkts des 
betr. Gyrus begangen hat. Seien für den ersten Gyrus, und fttr die ver- 
schiedenen Richtungen der erst genannte Febler f, |', £", elc. der an- 
dere V, für den zweiten Gyrus dieselben {^, |',, |/,etc, nebst v,,u.s.w. 
dann haben die oben beschriebenen Unterschiede die Form 

I + » . {' + V . r + » . etc. 

£, •+■ «.. S'.-»- ",. i'+ %' etc. 

£, + v„, £„' + t»„, t. ■+■ »„■ etc. 
u. s. w. Sei nun n die Anzahl der Richtungen, die in jedem Gyrus der 
betreffenden Gruppe enthalten sind, und 



etc. 
dann sind die arithmetischen Mittel aus den vorstehenden Unterschieden 
jeder Zeile /*-§-« 

t*, ■+■ *. 
ft„ + »„ 
etc. 
und zieht man diese von jenen ab, so erhalt man 

I — ^ . r — /* , r — j« , etc. 

l—t*. : f, — /*, . I", — j", ,etc. 

l. — ft,. , £'„ — ^„ . f"„ — /!„ , etc. 
etc. 
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fUr die eigeDtlicheo Fehler der BeobachluogeD , da hieraus die Uobe- 
stioamtheit, die der gemeinfichaftliche willkuhrlicbe Anfangspunkt eines 
jeden Gyrus darbietet, vollstSndig eDtfernt ist. Um dieses deutlicher zu 
machen will ich annebmeo, dass man allen Beobachtungea irgend eines 
der Gyri. vor der Berechnung des arithmetischen Mittels aus den Beob- 
achtungeo, z.B. des ersten Gyrus die willkuhrlicbe Anzahl von x Secun- 
den hinzugefügt habe. Man wird hierauf statt der oben angegebenen 
ersten Unterschiede die folgenden erhalten haben, 

{ + V + ^^x , ^ + I) + ^^x ,£"-!-« + ^^a; , etc. 

f, + ", — s~ ' ^. -»- ». S~ • f'" "•" "' S" • ^^- ' 

K-^K-^ .f- -*-«-- ^ .C + f---£- .etc. 
etc. 
und die arithmetischen Mittel aus den Grössen jeder Zeile werden jetzt 



Zieht man diese von jenen ab, so erhalt man dieselben Unterschiede 
wie oben. W. z. b. w. 

iO. 
Das Verfahren des vor, Art. giebl fUr die Anwendung die Berech- 
nung nach folgenden Formeln. Seien 1,1,1", etc. die Beobachtungen 
des ersten Gyrus. /,, l' , i" . etc. die des zweiten Gyrus, /„, /„', //, etc. 
die des dritten Gyrus u. s. w. Alle diese Beobachtungea können in Bezug 
auf den gemeinschaftlichen Anfangspunkt jedes Gyrus ganz willkUbrlich 
aufgestellt werden , zweckmassig ist jedoch sie durch Anbringung einer 
constanten Zahl ftlr jeden Gyrus so zu stellen, dasg sie fUi'jede Rich- 
tung nur kleine Unterschiede zeigen. Nennt man femer m die Anzahl 
der Gyri die in der Gruppe enthalten sind, so rechne man erat 

« _ ' + '■ +K +... 

V = ^1^^ 

r + J', + ('„ + .. . 

V — -— -«- — 

r m 

etc. 

Abhaadr. 4. K. S. GMallKta. d. WiH»Kh. XIV. 5 
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und hiemil 

l — p , t, ~ p , l„ — p , etc. 

l' — p' , /', — p' , l\ — p' , etc. 

t"— p" , /", *- p" , /"„ — p" , elc, 

etc. 

die man am Zweckinttssigsteo ia der vorsteheBden Aafeinanderlbtge 

niederschreibt. Es sind hierauf die folgeodeD Mitte) zu rtwhnen, 

q — I' -y + <'' -P") + (' " -PI ■*• ■ • • 

__ {t.-p) f d'.-P') * (i'.-tr) + ... 

_ {L-p) + ir.-p') + ir.-r) + -.■ 



etc. 
wenn wieder n die Anzahl der Richtungen bedeutet. Die von der Wir- 
kung der allgemeinen Anrangspunkte befreiten, eigenllichen Beobach- 
lungsfehler werden hierauf 

l ~p~q , V — p'_g , /" —p".—q , etc. 

K—p—H. ' '', — f'~?- • ^"~P"~9, • ß^- 
l.—p—q„ , i\—p'—9„ . '"„— P"— 9„ 1 etc. 
etc. 
Ich bemerke hiezu noch, dass man die Aareinanderfolge der Millol um- 
wechseln und setzen*kann, 

1 + !• + r + ... 





1 — 




H- 1',+ 1-,+ . . . 








, '.+'■-+'-.*■■■ 




etc. 


p 


^ (i ~q) + [i. -?,) + {I. -9,)+... 


in 


p' 


(l'-,l*|l',-),l + |r.-»j+... 


m 


n" 


_ li"-9)4.(i,"-4,) + {r„-9J+... 



etc. 
Dieses Verfahren fuhrt auf dieselben Werthe der {i~p~q), {t'—p'—l\ 
elc. elc. Beide VerCahrungsarten stehen mit dem im Art. 68 der Abhand- 
lung bewiesenen Salze in engster Verbindung. 
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M={1 -p-q f + {V-p-qf + {r -f-qf + ... 

-«- etc. 
so kaoD M dem vor. Ärl. zufolge auT zwei verschiedene Arten berechnet 
werden. Aber diese Function zweiler Ordnung kann nach bekannten 
Sätzen auf verschiedene andere Formen gebracht werden. Ich werde 
hier drei solcher Formen angeben. Löst man die Quadrate dergosiatt 
auf, dass die q von den i — p getrennt werden, und setzt zur Abkürzung 

L ^ l — p , L' = l' — p' , L" = r — p" , etc. 

L_ ^ l_ — p , L\ != l' — p' , £." ^ l" — p" , etc. 

^.,^K — p ' ^-' = C — p' ' ^" ^^ K — p • ^**'* 

etc. ' 
so ei^iebl sich zuerst 

Jtf = Li -»- L'^ + r* -*-...— 27 {L+ L' + t" -I-...) 
+ L;+L',i+ /.7 +... — 2?,{Z.,+ /-', + t", + ...) 
+ L,^ + L7 H- Z,;2 + . . . _ %it^+ £,'„ ^l\-^...) 
+ etc. — etc. 

+ "("?"+ ?,*+9-*-'--- ) 
und hieraus vermillelst der ersten Ausdrücke der des vor. Art. 



l"+t''+f'+.. 


(t +i-+r +...)' 


+ V+L',> + i7+... 


+ (L, + i',+r,+...f 


+ l,,'+i;+t-,>+.,. 


+ (t,+i'. +/,',+ ...)' 


+ etc. 


-1- etc. 



1 H 
P — 



P 



V = — ^^-sr^— 
etc. 
za setzea ist. Trennt man die p von den l — q, so bekommt man auf 
dieselbe Art, wenn man 
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^y = i — 5 , .-f, = j — j, . 


y/^ = i„ — y„ , elc. 




-<f = f— 5 . ^A, = f ,— 9, , 


./„= f,— ?„ , etc. 




r/'= r—q , ^= r— 9, , 


./= r-q, , elc. 




elc. 




setzt 








^+-<' +^,' + ... 


(yi +yt,+yl. + ...)' 


M s 


+^P+^,'+y/,'+... _ 


+{j-+j',+yr _+...)' 




+^r'+yjp+^.'+... 


+iyr+yf,+ yf, + ...)' 




+ etc. 


+ etc. 




in 


wo 


i + i' + r + 






9 ~ » 






, = i±i'i+i.;-!^ 












» _ >.i->:- •.-■<■ 


.^ 



etc. 
zu setzen ist. Aus der einen oder der anderen der beiden vorstehenden 
Formen bekommt oian, wenn man auch die p, oder bez. die q von deo 
l trennt , auf dieselbe Art 



p + f + r>+ ... 




it + t + r +...)' 


+ j'H-f'+r«+... 




+ (!,+ (■+(■+..)> 


+ '.'■>- >'.'+ f-'H- ■■• 




+('.+ '',+ f.+-)' 


+ etc. 




-h etc. 


(( + !, + (, + ...)' 


n 




+ 


+ ( + !; + !■ + ... 
+ r+i,-H-i;+... 


+ elc. 




+ etc. 



unter welchen ftlnf Berechnungsarten von M man nach Belieben wnhteo 
kann, da sie alle identJGch sind. Ich wiederhole, dass wie im vor. An. 
n die Anzahl der Richtungen und m die Anzahl der einzelnen Gyn ia 
der betreffenden Gruppe von Gyris bedeuten. 

12. 

Die durch das oben beschriebene VerEabren erlangten Beobacb- 
tiingsfebler (l-^p — q). etc. müssen nun zufolge des im Art. 1 der 



dby Google 



VON ÜEH MetHOOE der KLEINSTEN QüADKATE etC. 69 

Abhandlung au%eslellten Crundsatzes als die wahrBcheinlichslen Fehler 
der BeobachtuDgen angesefaen werden , und da sie aus den blossen 
Beobachtangeo , ohne Zuziehung irgend eines anderen Zweckes erlangt 
worden sind , so sind sie die wahrscheinlichsten Fehler der nackten 
Beobachtungen. Man bekommt aus ihnen den mittleren Fehler der nack- 
ten Beobachtungen nach Massgabe des Ausdrucks des Art. 150 (ür den 
mittlerao Fehler Überhaupt, und nennt man diesen hier fi, so wird 



• = !/¥ 



wo D so zu berechnen ist, wie a. a. O, angegeben ist. In Bezug darauf 
kann angeführt werden, dass im gegenwtiriigen Falle immer die 
Gleichungen 

{Ab) = , {A$)=i . [At] = (Ax){Au) 

statt flnden. Der Ausdruck von {As) bedeutet nemlich nun nicht die 

' einzige Station , sondern die einzige Gruppe von Gyris , die hier immer 

für sich allein in Betracht gezogen wird, und der Ausdruck (Au) bedeutet 

jetzt die Anzahl der einzelnen Gyn in der betrachteten Gruppe von Gyris. 

13. 

Die Bestimmung des mittleren Fehlers der nackten Beobachtungen 
durch eine einzige Gruppe von Gyris kann nie als hinreichend genau 
betrachtet werden. 

Man muss bei dieser Bestimmung stets den umstand vor Augen 
behalten, dass der oben angegebene Ausdruck ein genäherter ist. dessen 
Ableitung voraussetzt, dass im Ausdruck des Zahlers desselben alle 
möglichen Fehler vertreten sind. Bei einer kleinen Anzahl von Beobach- 
tungen ist dieses nun selbstverständlich immer am Wenigsten der Fall, 
während das Grundprincip der Wahrscheinlichkeitsrechnung (S. Art. 1 
der Abhandlung) anzeigt, dass diese Bedingung sich desto mehr erfüllen 
wird, je grösser die Anzahl der Beobachtungen ist, die zur Bildung des 
Zahtersif beigetragen haben. EineBestimmungdes mittleren Fehlers aus 
einer kleinen Anzahl von Beobachtungen kann daher so seiir vom wahren 
dieser Grösse abweichen, dass sie kaum fUr eine genäherte Bestim- 
mung derselben gehalten werden kann. Die zufälligen Fehler, die in 
einer kleine» Anzahl von Beobachtungen vorkommen, überwiegen eines- 
theils durch ihre zufällige Beschaffenheit, ob sie zufällig gross oder ob 
sie zufällig klein sind, und anderntheils dadiirch dass sie einen nur 
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kleinen Divisor bekommen. Je grösser aber die Zahl der Beofoacbtangeo 
ist, die zu dieser BesttmmuDg verwandt wird, desto mehr glachea mdi 
die Zutälligkeiteo aus , and desto mehr tritt dw wahre Werlh hervor, 
dessen Genauigkeit überdies durch den wachsendeo Wertb des Divisors 
vergrössert wird. 

Man darf daher bei der BesUmmung eines miltlerea Fehlers über- 
haupt nur in dem Falle auf die Sicherheit der Bestimmung rechnen, 
wenn eine grosse Anzahl von Beobachtungen, hier eine grosse Anzahl 
von Gruppen von Gyris, dazu verwandt worden ist, und es soll daher 
angenommen werden, dass auf der Station ausser der Gruppe von Gvris 
die M und D gegeben hat , noch mehrere vorhanden sind , die bez. M' 
und D', M" und JT, etc. gegeben haben. Sicherer wird diese Bestimmung 
noch, wenn mehrere Stationen vorbanden sind, für welche man be- 
rechtigt ist, die Beobachtungen derselben Gattung zuzuzählen, welcher 
jene angehören. Um diesen Fall, der eigentlich zur sicheren Bestimmung 
des mittleren Fehlers immer vorhanden sein muss, mit Leichtigkeit in 
die gegenwartigenBelrachtungeneinschliessen zu können, sollen schliess- 
lich statt der obigen Bezeichnungen die folgenden Af, und D,, M,' und 
D,' , JW," und D,", etc. eingeführt werden, und es wird daher voraus- 
gesetzt, dass man in hinreichender Anzahl Ae einzehien Bestimmungen 

/*' —^ . ^' =^ , fi'' =^- , etc. 
erhallen habe, in welchen s verschiedene Werthe annimmt. 

U. 

Um die zweckmässigste Verbindung dieser Oinzelnbestininmngen 
zu einem Endresultat anzugeben, bann man sich des mittleren zu be- 
fürchtenden Fehlers bedienen, den Gauss fUr die Bestimmung des Qua- 
drats des mittleren Fehlers entwickelt hat ; da dieser aber zu verwickelt 
ausfallt, so kann man die Grenzen desselben, die auch von Gauss ange- 
geben worden sind, zu diesem Zwecke anwenden. Nimmt man die wei- 
teren Grenzen, so ist das Quadrat des mittleren, in der Bestimmung von 
fi' za beftlrchtenden Fehlers 

_ ?^ 
~ D 

*) und dag Gewicht der Bestimmung von fi^ ist diesem umgekehrt pro- 
*) S. Gauss, Theoria oombinationis pbserrafionum etc. letzter Artikel. 
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porlioDal. Da in diesem Ausdruck unter /i desseu wahrer Weitfa ver- 
standen werden mnss, welcher (ttr jede Gattung von Beobachtungen un- 
veränderlich ist, und die Gewichte Verhaltnisszahlen sind, so ergiebt sich 
hieraus , dass für die Gewichte der Einzetnbestimmungen des vor. Art. 
bez. D, , D^ , ß/' , .etc. angenommen werdeo können, und bieraas 
folgt vermöge der Gleichung (9) der Abfaaadlung das Endresultat 



f^ ~ ZiD, + D,' ■*■ D," + ...) 

WO die Summenzeichen sich auf« beziehen. Auf diese Weise sprechen 
auch dieBestimmungen, die, weil sie auf einer geringen Anzahl von Beob- 
achtungen berahen, einzeln und für sich betrachtet, nur geringen oder 
gar keinen Werth haben, auf geeignete Weise mit, und tragen das Ihrige 
zur sicheren Bestimmung des mittleren Fehlers auf angemessene Art bei. 

15. 

Wenn in einer Triangulation alle Beobachtungen der Richtungen in 
Eine Klasse gestellt, und folglich Allen dasselbe Gewicht, welches ss 1 
gesetzt werden kann, beigelegt werden darf, so haben die im Vorher- 
gebenden entwickelten Bestimmungen höchstens den Zweck die Gute 
der Beobachtungen an sich kennen zu ler&en, und ihre Ausfuhrung kann, 
weno hieftir kein besonderer Grund vorbanden ist, untwiassen werden. 
Wenn aber auf verscbtedenen Stationen verschiedene Gattungen von 
Beobachtungen angenommen werden müssen , dann (ritt die Nothwen- 
digkeit ihrer Ausfuhrung ein. 

Schreibt oum zur Abkürzung fllr die rechte Seile des letzten Aus- 
drocfcs des vor. Art. K, so dass allgemein ^ ^^ K wird , so hdiommt 
man Air die Stationen, deren Beobachtnngen das Gewicht n beizulegen 
ist, die Gleichung 

wo c eine beliebige Constante ist. Auf dieselbe Weise wird man für 
andere Stationen , auf welchen andere Gattungen von Beobachtungen 
vorkommen, die duicb das im Vorbei^henden erklarte Verfahren K, fi", 
et«, statt K gegeiben haben , die Gleichnngen 
^s= K' . ;^=s= Ä" ,*etc. 
erhalten, wenn »' , a" , etc. die Gewichte bezeichnen, die den Beob- 
acbtangefl dieser Stationen beizulegen sind. Hieraus folgen 
n = a -^ , n" 5= n -SS , etc. 
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oder da Ein Gewicht willkQhrlich ist, und man demnach 
n— 1 

setzen darf *), 

TT = -^ , Ji = -p , etc. 
womit die Gewichte aller vorhandenen , verschiedenen Gattungen von 
Beobachtungen bestimmt sind, und man die Prodncte 

(1,4).. TT, , (2.2.1)..«. . (3,3.2).. n. , elc. («.n). ™. 
berechnen kann, die zufolge des Art. 138 der Abhandlung im zweiten 
Theile der Auflösung gebraucht werden. 

16. 

Zur Berechnung von M sind noch einige Bemerkungen zu machen. 
Die Correctionen , die eine mit einem Theodoliten eingeschnittene Rich- 
tung verlangt, sind wenn man von den Theilungsfehlern des Kreisas, 
und einem etwa durch das Niveau desselben angezeigten Mangel an 
Verlicalitat in der Stellung der Drehungsachse voriäufig absieht, durch 
den folgenden Ausdruck gegeben, 

ctccd -i- c'tgS 
in welchem 90" — c den Winkel zwischen der Absehnngslioie und der 
Achse des Fernrohrs, 90*' — c' den Winkel zwischen der Achse des Fem- 
rohrs und der Achse der Alhidade . und 6 den Winkel bezeichnet, den 
die Absehenslinie während der Beobachtung mit der Ebene des Hori- 
zontalkreises macht, (den Höhenwinkel dra einzuschneidenden Pubkts). 
Ausserdem hat die Erfahrung angezeigt, dass zuweilen wahrend der 
Beobachtungen eine kleine Drehung des Stativs, gemeiniglich von Osten 
nach Westen, statt findet. Auch kommt die Conection in Betracbl, die 
wegen etwaiger ExcentricitAt des Fernrohrs erforderlich ist. 

Die letzt genannte Correction anbelangend, die 
-^206265" MC e 
zum Ausdruck hat, wenn R die Entfernung des Gegenstandes vom 
Theodoliten, und r die kürzeste Entfernung der Absehenslinie vom Mit- 
telpunkt des Theodoliten bezeichnen, ist es klar, dass sie aus dem 



*) Die Bestimmung, die man hie und da findet, dasa die Einheit des Gewichts 
Bolcben BeobachtmigeD entsprechen soll , deren mittlerer Fehler ("beträgt, hat gir 
keinen inneren Grund , und ist als unzwectmSssig zu verwerfen ; statt dessen ist lür 
irgend eine der wirklich Torhandenen Gattungen von Beobachtungen n^l zu setzen. 
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Resultat Terscbwindet , wenn man einestbeils aus den Beobachtungen 
mit dem Fernrohr linker Hand, andernibeils aas denen mit dem Fernrohr 
rechter Hand die Mittel, und aus diesen Mitteln wieder das Mittel nimmt. 
Sind in jeder dieser beiden Lagen gleich viele Beobachtungen angestelK. 
so verschwindet die Correction ohne Weiteres aus dem Mittel aus allen 
Beobachtungen. Aber auch die beiden von c und c' abhitngigen Cor- 
rectionen verschwinden durch dasselbe Verfahren, vorausgesetzt dasü 
man bei der Veränderung der Lage des Fernrohrs dieselben Zapfen der 
Femrobrsacbse in denselben Lagern belassen hat. 

Denn durch diese Aenderung wird bewirkt , dass der Winkel $ sich 
in 180"— verwandelt, und folglich die obige Correctionsformel in 

— csccd — c'tgö 
Übergeht. Wollte man zugleich mit der genannten Aenderung die Zapfen 
der Femrohrsachse in die entgegengesetzten Lager bringen , so wurde 
nur das erste Glied des vorstehenden Ausdrucks sein Zeichen andern, 
also die Correction nicht ganz verschwinden. 

Dem schädlichen Einfluss einer etwaigen Drehung des Stativs auf 
die Beobachtungen beugt man dadurch möglichst vor, dass man von 
Gyrus zu Gyras abwechselnd von der linken zur rechten, und von der 
rechten zur linken die Gegenstände nach und nach einschneidet. 

Wenn man sich daher zur Regel macht, die vorbenannten Abän- 
derungen zusammen genommen abwechselnd von Gyrus zu Gyrus ein- 
treten za lassen, so sind die Summen der Beobachtungen und die Mittet 
daraus von den erwähnten Fehlem unabhängig. 

Die Berücksichtigung der Theilungsfehler wird am vollkommensten, 
wenn sie im Voraus fllr die anzuwendenden Theodoliten besonders er- 
mittelt worden sind, wenn dieses aber nicht der Fall ist, so bleibt nichts 
weiter Qbrig als vor Anfing eines jeden Gyrus den Nullpunkt auf dem 
Kreise zu verändern , wodurch man hoffen darf, dass die Wirkung der 
Theilungsfehler im Ganzen vermindert wird. Eine etwa hierauf übrig 
bleibende Wirkung der Theilungsfehler ist unter diesen Umstanden oidit 
zu vermeiden. 

Wenn das Nivellement des Theodoliten nicht vollständig ausgeftihrt 
worden ist, so muss man, um die desfallsige Correction der beobachteten 
Richtungen berechnen zu können, die Neigung ^ des Horizontalkreisös 
gegen den Horizont, und die Ablesung (> ermitteln, die dem höchsten 
Punkt dieses Kreises entspricht. Beide diese Data können nur durch das 
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Niveau bestioimt werden, und zwar Ji mit grosser Geoanigkeit, aber 
^ weil w^iiger ^enau, ween Ji klein ist; es kaoo aber auch in (fieaem 
Falte ein grösserer Fehler in ^ zugegebm werden. Nennt maa d«o die 
Ablesung filr irgend 'eine beobachtete Richtung r, so ist die Correction 
derselben 

^r ase ig e sin {r— p) J% 
ItUn erkennt hieraus, dass diese Correction bei kleinen Höben- oder 
Tit- reu winkeln 6 der einzuschneidenden Gegenstände unbedeutend ist, 
wenn nur Ji klein ist; in gebirgjgen Gegenden , wo grössere WeriJie 
von Ö vorkomiaen können, kann sie aber nicht uobedeuteod werden, 
man niuss also in solchen Gegenden mehi' Fleiss auf die Ausfiibrung des 
Nivellements des Theodoliten verwendeiB. 

n. 

Aus dem vor. Art. ist ersichllich, dass man, mA AusBaluie ^der 
zuletzt erklärten Correction, die Beobachtungen stete so eräiichteu kana. 
dass ihi-e Summen oder ihre Mittel, oboe besondere Recbaungen aus- 
nihren zu müssen, frei von den Correctionen des InstrHinent« erhaHeD 
werden. Da in den Ausgleichungsrechnungen nur diese Sammen ge- 
braucht werden, so ist es für die Ausführung dieser gar nicht nöUtig die 
Cori'ectiosen des Instruments in Erfahrung zubringen, es wttre denn, 
dass mau nach der Ausführung der Beobachtungen erkannt hstle, dass 
hie und da im Nivellement des Theodoliten zu grosse Fehler voi^ekom- 
men wären. 

Da im Gegontheil in den Unterschieden der einzehteo Be(H>acbtun- 
gen von dem Mittel derselben , oder von einer coostanten Zahl , die 
Correctionen des Theodoliten ihre volle Wirkung äussern, so scheint as. 
als mtlssle man für die Bestimmung des mittleren Fehlers der nackten 
Beobachtungen diese Correctionen kennen, oder eüs könnte man tüeHir 
die Beobachtungen nur paarweise benutzen. Dass man aber bi^iei die 
Beobachtttogen auch einzeln anwenden kann, ohae den Belfag der 
genannten Correctionen zu kennen, soll jetzt gezeigt werden. 

18. 
Dass die aus Ji entstehende Correction hiebet nicht in Betracht 
kommt , wenn auch Ji noch so gross ist , liegt an der Hand. Da man 
ferner vor dem Bef^an der Beobachtungen .sich immer bemfibea wind 
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e und c fuEi Null zu macbeo, dieses mH Leicht^eit und Sicherheit aach 
grachehen kann, nod ein Mal hergestelU, bei eiaem gut gebauten Theo- 
doliten auch lange Zeit so bleibt, so kann man die durch c und c ent- 
stefaeadea Fehler in den Unterechiedea der einzelnen Beobachtungen 
von dem Mittel dersefbeo wohl Etels als verschwindend betrachten, und 
es bleibt also Uos die etwaige Kxcentricitfit des Fernrohrs zu betrachten 
übrig. 

Diese Exceutriciiat bat nicht immer Einfluss aar die genannten 
Unterschiede , denn nehmen wir an , dasa alte etugescbaittenen Gegen- 
stände sich in gleicher Entfernung von der Station befinden und gleiche 
Höhenwinkel haben, so haben selbstverständlich alleConectionen wegen 
Excentricit&t gleichen Betrag, und Üben keine andere Wirkung aus , als 
dass sie die Gorrection der Nullpunkte der Gyn andern. Wenn folglich 
die eingeschnittenen Gegenstände nahe gleiche EntfernnngeB und kleine 
Höhenwinkel haben, so werden sie nur kleine Wirkungen auf die Unter- 
schiede, die hier in Rede steh^i haben. Nur wenn die eiagesii^nRteneD 
Gegenstände sehr ungleiche Entfernungen haben, oder s^ grosse und 
kleine Hohenwinkel vorkommen, wird der EtnQuss der ExcentricÜkt auf 
die Unterschiede wesentlich gross, und darf nicht UBberacksiobtigt hieben. 
Aber man braudil deshalb nicht die Centrimngen zu berechnen, man 
braucht nur jede Gruppe von Gyris so in zwei Abtbeihingen zu theilen, 
dass die eine dieser alle Beobachtungen enthStt, die in der einen, und 
die andere Abtheilung alle Beobachtungen, die in der andern Lage des 
Fernrohrs angestellt worden sind. Rierauf ist nun nichts weiter zu Ihun, 
wie jede dieser beiden Abtheilungen für sich dem im Vorhergehenden 
erkhlrten VerHahren zu unterwerfen , worauf sich ftlr jede derartige 
Gruppe von Gyris zwei Wertbe von M ergeben , deren jeder denselben 
Divisor D bekommt. Das partielle Resultat , welches jede so behandelte 
Giuppe von Gyris fUr das Quadrat des mittleren Fehlers der nackten 
Beobachtungen giebt, wird also 



zum Ausdruck haben , wenn m und m' die beiden Werlhe von M sind, 
die man auf die eben angezeigte Art berechnet hat. 

Das Resultat, welches man durch dieses Verfohren erhäh , ist nidit 
nar frei von der Wiriieng der Excentricitat des Femrohrs, sondern auch 
frei von der Wirkung der von c und c abhängigen Correctionen der 
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BeobachtuDgen, Ferner «od sie in dem Falle, dass man dieBeobachlangen, 
wie oben erklärt, angestellt bat, mögiichst frei von der Wirkung einer 
etwa vorgekommenen Drefaang des Stativs wahrend der Beobachtongen. 
Die Theilangsrehler des Kreises Üben freilich jeden Falls , sei es 
dass man die oben beschriebeuen AbtheituDgen hat einfuhren mässen, 
oder sei es dass dieses nicht nOihig gewesen ist, wenn sie nicht be- 
tionders ermittelt und angebracht worden sind, eine Wirkung aur das 
Resultat aus, aber sie gehören alsdann auch mit zu den Fehlerquellen, 
die den mittleren Fehler der nackten Beobachtungen bedingen. 

\9. 

Bei der Bestimmung des mittleren Fehlers der nackten Beobach- 
tungen ist es unerlBsslich. die einzelnen Beobachtungen zu berücksich- 
tigen, da man, wenn man hiezu Gruppen von Beobachtungen benutzen 
wollte, auf zu kleine Divisoren, und daher auf wenig sichere Besullalc 
geßlhrt werden würde. Hingegen zur Bestimmung des mittleren Fehlere 
einer Richtung, welcher sich schliesslich, nach der Ausführung der Aus- 
gleichung des Dreiecksnetzes ergiebt, alle vorhandenen Fehlerquellen 
in sich scfaliessl, und zur Ermittelung der midieren Fehler der Resultate, 
oder der einzelnen Stücke des Dreiecksnetzes dient; zur Bestimmung 
dieses mittleren Fehlers kann man sich der Gruppen von Gyris bedienen, 
aus welchen die strengen Werihe der Unbekannlen hervoi|;eben, wie in 
der Abhandlung erklärt ist. Bei dieser Bestimmung vereinigen sich alle 
Beobachtungen, die bei der Ausfllhninff der Triangulatioo angestellt 
worden sind, zu einem Ganzen, und der Divisor D bekommt daher 
schon, wenn er aus den Gruppen berechnet wird, und die AusdebonDg 
der Triangulation nicbt zu klein ist, einen ansehnlichen Werth. 

Dieses Verfahren ist dem der Bildung von NormalOrtem, und der 
Verwendung dieser zur Bestimmung der Elemente , der Planeten- oder 
Cometenbahnen , nebst den sich hiebei ergebenden mittleren Fehlern, 
analog. 

20. 

Will man sich indessen die vergrOsserte Arbeit nicht verdriessen 

lassen, die hier die Zuziehung der einzelnen Beobachtungen verursacht, 

so lasst sich weiter nichts dagegen sagen , als dass der Erfolg oftmals 

dieser Bemühung nicht adSquat ist. Ich will für den Fall« dass der Eine 
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oder der Andere zur Anwendung dieses Verfahrens geneigt sein inüchle, 
die Aenderungen die es veranlasst, und die sich blos auf die Berechnung 
der in der Abhandlung mit {U) bezeichneten Grössen erstrecken, angeben. 
Seien FUr irgend eine Station, und ftir irgend eine der auf derselben 
vorkommenden Gruppen von Gyris /, l'. f, etc. f,, /', /,", elc. etc. die 
Unterschiede der einzelnen Beobachtungen von den vorläufigen Werthen 
der Richtungen, die im ersten StationsIBfelchen angenommen woi-den 
sind, und 



wo fl die Anzahl der Richtungen bezeichnet, die in der betrachteten 
Gruppe von Gyris vorkommen, dann wird 

( (i-9)' + (r-9)^ + (r-9r + ... I 

]+ (L-qf + {L'-gy + (C-?J + - 
[+ etc. ) 

wo das Summenzeichen .^'sicb auf alle Gruppen von Gyris hezielil, die 
auf der l>elrefTenden Station vorhanden sind. Man kann diesen Ausdruck 
auf ahnliche Art, wie im Art. 11 bei Jf geschehen ist, umformen, und 
erhalt dadurch 



W = -£• 



I i'+n +n+...| 

+ ','+',''+',"' + ■•■ 
+ '.'+'?+(''+•■■ 

1+ etc. ) 



— i' 


+ elc. 




n 



Man erkennt leicht, dass in den Falten, in welchen auf der Station 
nur Eine Gruppe von Gyris vorhanden ist , (IC) sowohl mit M wie mit 
{U,n) idenlisch wird, vorausgesetzt dass man unter den / nicht die Unter- 
schiede der Beobachtungen von beliebigen, als voriaufige Werthe der 
Richtung angenommenen Zahlen, sondern von den bez. arithmetischen 
Mitteln versteht , die in diesem Falle die auf der Station ausgeglichenen 
Werthe der Richtungen sind. 

Auf den Stationen, auf welchen zwei oder mehr Gruppen von Gyris 
vorkommen, finden die eben angeführten Identitäten nicht statt. 
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Die Falle, ia welchen mit einem Theodolilea beobachtet worden 
ist, weldaer mit eioeio excentrisch angebrachteo Fernrohr versehen ist, 
erfordern hier eine besoadere Betrachtung. Wenn auf der Station nur 
Bioe Grappe von Gyris vorhanden ist, dann ist leicht einzusehen, dass 
der Salz des vor. Art. seine volle Geltung behalt, vorausgesetzt dass 
man die .oben beschriebenen zwei Abiheilungen bildet , nnd unter den l 
die Unterschiede der Beobachtungen von den bez. beiden arithmetischen 
Mitteln versieht, denn die Werlhe der auf der Station ausgeglichenen 
Btchtungen sind in diesem Falle die Mittel aus jenen Mitteln. 

Wenn aber auf der Station zwei oder mehr Gruppen von Gyris 
vorhanden sind , dann haben die arithmetischen Mittel in der Ausglei- 
chungstheorie gar Iceine Bedeutung mehr, und es muss in diesen Fallen 
die hier in Rede stehende Untersuchung anders durchgeführt werden. 
Es müssen nun vor Allem, gleichwie oben, unter den / die Unterschiede 
der einzelnen Beobachtungen von den vorläufig angenommeoen Werthen 
der Richtungen verstanden werden , aber diese Unterschiede begreifen 
die Wii-kung der Excentricitai des Femrohrs in sich , die nicht zu den 
Beobachtungsfehlem gezahlt werden kann, trad daher daraus entfernt 
werden muss. HiefUr bieten sich zunächst zwei Mittel dar, man kann 
cinestheils, wenn die Entfernungen der eingeschnittenen Gegenstände 
schon hinreichend genau bekannt 'sind, flir jeden derselben die Wirkung 
der ExcentrioHat berechnen, und die Beobacfalungen davon befreien, 
«nderntbeils kann man dieie Wirkung schon dadurch entfernen, dass 
man die Beobachtongen paarweise benutzt, nemlich vor Allem aus je 
zwei Beobachtungen, die in entgegengesetzten Lagen des Fernrohrs 
angestellt worden sind, das arithmetische Mittel nimmt, von diesen 
Mitteln den vorläufig angenommenen Weitb der bez. Richtung abzieht, 
und die so erbalteuen Unterschiede als die Werthe der / betrachtet. 

22. 
Es ist aasser diesem noch ein drittes Verfahi^n möglich , welches 
die Keantniss der Eotferauagon der eingescboitleoen GegeosUiiide nicht 
voraussetzt, und dennoch die directe Benutzui^ der eiazdnen Beobacb- 
tuDgen gestattet. Seien u, «', a, etc. die dnzeloen Beobacbtuogm irgend 
einer Richtung in ttoer Gruppe von Gyris, die in der eines Lage des 
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Fernrohrs erhalten worden sind, so wie ß. /?. ß", etc. die Beobachtungen 
derfielbeo Richtung in derselben Gruppe von Gyris, die man in der an- 
deren Lage des Fernrohrs erhallen hat; sei e die Wirkung der Excentri- 
citat des Femrohrs io Bezug atif diese Richtung. Die von dieser Wirtfung 
berreiien Beobaohtungen sind also 

«-l-e, «' + e, a -^ e , etc. 
ß — e , ^ — e , ßf — e , etc. 
und wenti keine Beobachtungsfehler vorbanden waren, so mUssten nicht 
nur 

a-t- e^ ß — e 

et' ■+■ e B= (S* — e 

«"+ e aa (S"— e 
etc. 
sein, sondern es müsäe auch aus allen diesen Gleichungen derselbe 
Werth v(Hi e hervorgeben. Zufolge des allgemeinen Grundsatzes des 
Art. 4 der Abhandlung wird hiemit, in der Voraussetzung dass aikm 
BeobacittuDgen gleiche Guie beigelegt wird, 

fi + fi' + ft" + tAts. -<i-«i'-i>"- etc, 

wenn n die Anzahl der einzelnen Gyri der betreffenden Gruppe bezeich- 
net. Hicinit kann man die Summen und Unterschiede 

a-l-e, a •+• e , a -t- e , etc. 

ß — e , ß! — e , ^ — e, etc. 
berechnen, von welchen um die bez. / zu bilden der vorlaufig ange- 
nommene Werth der Richtung abzuziehen ist*]. Dieses Verfahren ist für 
jede in der bez. Gruppe beobachtete Richtung besonders auszuruhren. 
Sind nun alle l dem Vorhergehenden gemäss berechnet worden, 
dann wird nach einem der beiden Ausdrücke des vorvor.Art. (/Q berech- 
net, und die darauf Folgende Berechnung von (//.n) wird ohne Verände- 
rung so ausgeführt, wie in der Abhandlung erklärt worden ist. 



*] Nao kann bemerken, dass in dem Falle, wo die Gruppe von Gyris nur aus 
zwei Gyris taeslehl , hieraus 

licrvor geht, und folglich dieses Verfahren mil dem oben angegebenen zweiten Ver- 
fabpen tdentiseh wird. 
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Suppl. 3. Ableitang einer bisher unbekaimteiL Bedin- 
gungsgleichimg, die im zweiten Theile der Ausglei- 
chung eines Dreiecksnetzes statt findet 

Der im Art. 72 der Abhaodlung bewiesene und durch die GleichuDg 
(64) ausgedrückte Satz, nemlich 

Nx + llfx + yx' -t- ... + 6 = 
weicher , oacbdem im Art. 76 6 ^ gesetzt worden . und diese Be- 
slimmuDg ioi Verlaufe der Abhandlung beibehalten worden i'st, auf 

Nx + Nx + JVx" + . . . = 
reduciil wird, bezieht sich auf die Ausgleichungen auf den Stationen, 
indem hier x, x, x° etc. die Resultate dieser Ausgleichungen bezeichnen. 
Später, nach Abänderung dei- anfänglich benutzten Bezeichnungen in 
andere, die in der Anwendung passender erscheinen, nimmt er die Forni 

Nv>H) + iV'w{2) -I- ir«f(3) -»-... =a 
an, lind in dieser Form ist er namentlich im § 6 angeführt, und als ein, 
zur Prüfung der Richtigkeit der Ausführung der numerischen Berechnun- 
gen der Ausgleichungen auf den Stationen geeignetes, einfaches Mitlei 
bezeichnet worden, da er tar beliebige Werthe dei' N, N", etc. gilt, und 
nur seine Wirksamkeit aufholt wenn man alle iV gleich Null macht. In 
diesem Falle, welcher im zweiten Verfaliren vorkommt, ist dieser Satz 
nemlich stets identisch erfüllt, welche Rechnungsfehler man auch in der 
Ausgleichung auf den Stationen begangen haben mag. 

Ich werde hier weiter gehen, und den Beweis führen, dass dieser 
Satz auch tro zweiten Theile der Auflösung statt findet , das ist , dass 
auch die Gleichung 

NiH), + ^'zf2). + iV"z(3). + ... SS 

statt findet, wodurch für die Prüfung der Richtigkeit der Berechnung 

der numerischen Werthe der z{i),, z{i),, etc. und, wie man sehen 

wird, auch der f{r,J) , f[r,II) , etc. eine neue Controle erlangt wird. 

2. 

Wenden wir uns zum Art. 35 der Abhandlung und multiplicireii 
die dort befindlichen Ausdrücke flir {arj), (ßrj), (j^), etc., bez. mit N, If. 
N". etc. dann erhalten wir 
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{«,|)^•+[ß,|)^i' + (r,|)^'■■-^ 



|(t,1)A- + 


(t.iW 


+ 


(t,3)r 


+ . 


■1» 


!(i,s)ff + 


(ä.äjiv 


-*■ 


(«,3)r 


+ . 


..!,■ 


!l1,3jJV + 


{i,3W 


+ 


{3,3)iV" 


+ . 


-W 



Aber im Art. 71 haben die mit (1,1], (1,3), elc.etc. bezeichneten Grössen 
dieselbe BedeultiDg wie im Art. ,35, und foliflich gebt die vorstehende 
Gleiciiung durch Hülfe dei (6!)) in die folgende Über, 

(«>;)ff + ißiiW + Irijlf + ... = J,- (, + ,■ + ,■ + ... 

Eben so bekommt man 

{a»)N + {^x)^' + irK)N- + ... = -j-^. (.■ + r + r" + ... 

(aA}iV + iß?:)N' + (j'X)N" H- ... = J^ (s -1- s' -I- s" + ... 
elc. etc. 

wo zufolge der (30) q. q, q", elc. r, r, r", elc. s, «', «", etc. etc. die 
CoefGcienten der Unbekannten in den verBchiedenen Bcdingungsglei- 
chungen sind. 

Geben wir nun speciel zur geodätischen Aufgabe über, und be- 
merken, dass in dieser die Bedingungsgleicbiingen blos Winkel, oder 
Unterschiede von paarweise genommenen Bichtungt^n enihalten, so folgt 
dass in dieser Aufgabe nicht blos im Allgemeinen, sondern für jede Sta- 
tion ins Besondere 

= q -t- q -i- q" -i- ... 

= r -t- r + r"^+ . . . 

Q = s -t- s -t- s" -t- ... 

etc. 

sind. Die oben erhaltenen Gleichungen gehen daher Über in 

= («v)A' + (/*/;)iV -I- (y»?)A^" -I- .. . 

= («x)A' -I- ißx)N' + (j^]N" + . . . 

^ {aX)N -k- {ßXjN' -k- (yA)iV" + . . . 

etc. 

Da nun zufolge des Art. 49 

z = {ttti)a_ ■+■ (ax)/S, + {aX)r_ -t- ... 

z' = (^-i?)« + (yx)(¥, -I- i^x)r, + . . . 

elc. 

Abliinill. d. K. S. GettMKh. d, WiuBUKh, XIV. 6 
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lind dort i. i'. 2", t'lc. dmscibt; Bcdeutmifi Imlicn, wie spater :(!),, i(i\. 
i(3),. de, so bekoiumt man sogleich 

= iVz(1). + N'2{t), + ^'5(3). + ■ ■ ■ 
filr jede Station bestindeis. W. z. b. w. 

3. 

Um diesen Salz auf ein Beispiel anzuwenden nehme ich die Station 
(1) des Hanptheispi(;ls vor. Im Art. 96 wurde gefunden 

z(1), = -I- 0".1Ü7 , 2(2), = + 0".073 , s{3), = — 0".iiO 
z(4), = + O.iS!» , z(fl), = — 0.03S . 2(6), ss — 0.0(18. 
und im Art. 84 dir dieselbe Station 

iV = 1.5 , iV = .3.0 , ^'' SS O.ö , 
iV" = . Ä' = 2.5 . AT :st Ü.9444 
Die Recbnung giebt daher 



i(\y = (9.0294) . j(2), = [8.8633} 
* = (0.1769) , JV' = (0.4771), 


2(3), = (9.6435») 
Ä" = (9.0990 ) 


9.2063 9.3404 

z(4), = ( ) , j(o), = (8.3798«) 
AT = (— 00) , ff" = (0.3979 ) 


9.3425» 
j(l.), = (8.8325«) 
y = (9.9752 ) 


8.9777« 
e Producle sind Tolglich 

+ O'.IGI 

-1- 0.219 

. — 0.220 




ÖÖ77» 


— 0.095 

— 0.064 





Sa. = -I- 0.001 
welches fUr Null zu erachten ist. 

Im Art. 78 wnnle bewiesen, dass l'ür jode Station, auf welcher in 
jedem Gyrus alle \orhandenen Richlungeo eingeschnitten worden sind, 
die Gleichung 

iV = ;V' = AT" = etc. 
stall findet, und ßir jede solche Station wird also der oben bewiesene 
Satz 

=z(1), + 2{2), + 2(3), + ... 
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Das Iteispiel der Abhandlung bielol keinen sulchen Fall dar, aber 
in der Gaussischen Abhandlanii iSiipplemontiim Ihcoriae combinalionis 
etc.» findet er aufallen im dortigen, ans der hannoverschen Gradmessung 
entlehnten, Beispiel vorkommenden Stationen statt. Da die dortige Be- 
zeichnung (0). (1). (ä), (3); (i), (5]'(6); etc. mit der hier eingenihrten 
z{1), , z(S)i. z(3)i, z{4),; z[1)i, 2(9)i. s{3)a; etc. identisch ist, so findet man 
im Art. 24 der angezogenen Abhandlung, 

z(1), t= -I- 0".065, z(1)3 = — O^iSI 

2(2), = — 0.212 , z{V^ » + Ü".2»;i . z{t)3 = -t- 0.406 
2{3), = + 0.3-39 , z(2)a = — 0.071 , »(.l)^ = + 0.021 
z(4), — _ 0.193 , :{.3ji = — 0.162 , z(4)j = + 0.054 

Sa. = — 0.001 , Sa. s= 0.000 . Sa. = 0.000 
u. s. w.mit dem obigen Satze übereinstimmend. Da Gauss diesesSatzes 
gar nicht erwähnt , so muss man schliessen, dass er ihm entgangen ist. 

4. 

Als Corollariiim zum oben bewiesenen Satze kann noch das Fol- 
gende bemerkt werden. Da statt der oben angewandlen Bezeichnungen 

H) . ißv) ■ {n) ' etc- 

(ax) , 0?») , H , etc. 

etc. 

im Verlaure der Abhandlung die folgenden eingeführt worden sind, 

f[ij). , /(2/). , {[3J\ , etc. 

/[1,//).. f{2,n)., f{3JI),. etc. 

etc. 

so giebt der vorvor. Art. auch die Bclationen 

= N.f{\J), + N'.f{^J}, + N".f(3,l), + ... 
= N.([i.ll), + ff'./t2,//), -I- N'.fl^JI), + ... 
= N.f[iMI),+ r./(2,///).+ N".([3.,III), + ... 
etc. elc. 

die für jede Station besonders stall finden, und auch zur Prüfung der 
Richtigkeit der numerischen Rechnungen, so wie zur leichteren Auf- 
findung etwaiger Fehler in denselben dienen können. 

Ich bemerke noch, dass alle hier entwickelten Relationen wcgföllig 
werden, wenn man sich des in der Abhandlung entwickelten zweiten 
Verfahrene bedient. 
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BeobachiuDgen, ferner sind sie io dem Falle, dass man dieBeobachtangen, 
wie obeo erklart, aagestelll hat, mögliebst frei von der WirkuDg einer 
etwa vorgekommenen Drebang des Stativs wabrend der Beobachtangen. 
Die Theilnogsrehler des Kreises Oben freilieb jeden Falls, sei es 
dass man die oben bescbriebeuen Abtheilungen hat einfUbren müssen, 
oder sei es dass dieses nicht nölhig gewesen ist, wenn sie nicht be- 
sonders ermittelt und angebracht worden sind, eine Wirkung auf das 
Resultat aus , aber sie gehören alsdann auch mit zu den Fehlerquellen, 
die den mittleren Fehler der nackten Beobachtungen bedingen. 

Bei der Bestimmung des mittleren Fehlers der nackten Beobach- 
tungen ist es unerlasslich . die einzelnen Beobachtungen zu berOck^ch- 
tigen, da man, wenn man hiezu Gruppen von Beobachtungen benutzen 
wollte, auf zu Ideine Divisoren, und daher auf wenig sichere Resultate 
gelbbrt werden würde. Hingegen zur Bestimmung des mittleren Fehlers 
einer Richtung, welcher sich schliesslich, nach der Ausführung der Aus- 
gleichung des Dreiecksnetzes ergiebt, alle vorhandenen Fehlerquellen 
in sich schliesst, und zur Ermiltelung der milderen Fehler der Resoltale, 
oder der einzelnen StUcke des Dreiecksnetzes dient ; zur Bestimmung 
dieses mittleren Fehlers kann man sich der Gruppen von Gyris bedienen, 
aus welchen die strengen Werihe der Unbekannten hervorgehen, wie tn 
der Abhandlung erklart ist. Bei dieser Bestimmung vereinigen sich alle 
Bet^chtungen , die bei der Ausführung der Triangulation angestellt 
worden üind. zu einem Ganzen, und der Divisor D bekommt daher 
schon, wenn er aas den Gruppen berechnet wird, und die Ausdehonog 
der Triangulation nicht zu klein ist, einen ansehalichen Werth. 

Dieses Verfohren ist dem der Bildung von NormalOrtem , und der 
Verwendung dieser zur Bestimmung der Elemente , der Planeten- oder 
Cometenbabnen , nebst den sich hiebei ergebenden mittleren F^lwn, 
analog. 

20. 

Will man sich indessen die vergrtfsserte Arbeit nicht verdriessen 

lassen, die hier die Zuziehung der einzelnen Beobachtoogen verursacht, 

so lasst sich weiter nichts dagegen sagen, als dass der Erfolg oftmals 

dieser Bemühung nicht adSquat ist. ich will für den Fall; dass der Eine 
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oder der Andere zur Anwendung dieses Verfahrens geneigt sein mochte, 
die AeoderuDgeD die es veraalassl, und die sich blos auf die Berechnung 
der in der Abhandlung mit {tlj bezeichneten Grössen erstrecken, engeben. 
Seien fUr irgend eine Station, und für irgend eine der auf derselben 
vorkommenden Gruppen von Gyris l, f. t', etc. i , l', l", elc. elc. die 
Unterschiede der einzelnen Beobachtungen von den vorlaufigen Werthea 
der Bichtungen. die im ersten StationstBfelchen angenommen woiden 
sind, und 

,='-'•*/+■■■ 



wo n die Anzahl der Richtungen bezeichnet, die in der betrachteten 
Gruppe von Gyris vorkommen, dann wird 

(+ etc. I 

wo das Summenzeichen ^'sich anfalle Gruppen von Gyrts bezieht, die 
auf der l>etrelTeDden Station vorhanden sind. Man kann diesen Au.sdruck 
auf ähnliche Art , wie im Art. 11 bei Jtf geschehen ist , umformen, und 
erbBlt dadurch 



(//) = 2- , 



- etc. 



l+etc. j 



Man erkennt leicht, dass in den Fallen, in welchen auf der Station 
nur Eine Gruppe voa Gyris vorhanden ist , (//) sowohl mit M wie mit 
{//,») identisch wird, vorausgesetzt dass man unter den / nicht die Unter- 
schiede der Beobachtungen von beliebigeo, als vorlaufige Werthe der 
Richtung angenommenen Zahlen, sondern von den bez. arithmetischen 
Mitteln versteht , die in diesem Falle die auf der Station ausgeglichenen 
Werthe der Richtungen sind. 

Auf den Stationen, auf welchen zwei oder mehr Gruppen von Gyris 
vorkommen, finden die eben angefahrten Identitäten nicht statt. 
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21. 

Die Falle, in welchen mit eineiu TfaeodolileD beobachtet worden 
ist, weldier mit eioecQ exceotriscb angebrachten Fernrohr versehen ist, 
erfordern hier eine besondere Betrachtuag. Wenn auf der Statioo cur 
Eine Groppe von Gyris vorhandeo ist , daan ist leicht eiozaseheo , daes 
der Salz des vor. Art. seine volle Geltung bebalt , vorauegeselzt dass 
man die .oben beschriebenen zwei Abtheitungen bildet , und unter den l 
die Unterschiede der Beobachtungen von den bez. beiden arithmetischen 
Mitteln versteht, denn die Werihe der auf der Station ausgeglichenen 
Richtungen sind in diesem Falle die Mittel aus jenen Mitteln. 

Wenn aber auf der Station zwei oder mehr Gruppen von Gyris 
vorhanden sind , dann haben die arithmetischen Mittel in der Ausglei- 
chimgstheorie gar keine Bedeutung mehr, und es muss in diesen Fallen 
die hier in Rede stehende Untersuchung anders durchgeführt werden. 
Bs mUssen nun vor Allem, gleichwie oben, unter den l die Unterschiede 
der einzelnen Beobachtungen von den vorlaufig angenommenen Werthen 
der Richtungen verstanden werden, aber diese Unterschiede begreifen 
die Wirkung der Excentriciiat des Femrohrs in sich, die nicht zu den 
Beobachtungsfehlem gezählt werden kann , nnd daher daraus entfernt 
wei-den muss. BiefUr bieten sich zunächst zwei Mittel dar, man kann 
cinestheils, wenn die Entfernungen der eingeschnittenen Gegenstände 
schon hinreichend genau bekannt 'sind, für jeden derselben die Wirkung 
der Gxcentriotat berechnen, nnd die Beobachtungen davon befreien, 
anderntbeils fcann man diese Wirkung schon dadurch entfernen, dass 
man die Beobflchtongen paarweise benutzt, nemlich vor Allem aus je 
zwei Beobachtungen, die in entgegengesetzten Lagen des Fernrohrs 
angestellt worden sind, das arithmetische Mittel nimmt, von diesen 
Mitteln dea vorlaufig angenommenen Weith der bez. Richtung abzieht, 
und die so erhaltenen Unterschiede als die Werthe der l betraditet. 



Es ist ausser diesem noch ein drittes Verfahre mtiglich, welches 
die Keontniss der EntfeniaDgen der eiogescboitteoen Gegenstände oicfat 
voraussetzt, und dennoch die directe Beoutziuig der einzelnen Beobach- 
tungen gestattet. Seien «, a, a, etc. die einzelnen Beobachtungen irgend 
einer Riebtang io euter Gruppe von Gyris , die in der einen Lage des 
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Ferürohrs erbalten wordeo siad, so wie ß, ß, ß", etc. die BeobachtuDgen 
derselben RichtaDg in derselben Gruppe von Gyris , die man in der an- 
deren Lage des Fernrohrs erhallen hat; sei e die Wirkung der Excentrl- 
citat des Fernrobrs in Bezug auf diese Richtung. Die von dieser Wit^ung 
befreit«! Beobadilungen sind also 

a-+-c, tt'H-e, a" + e,, etc. 
ß — e , ß ~ e , ß' — e , etc. 
und wenn keine Beobachtungsfehler vorhanden waren, so niUssten nicht 
nur 

a -^ e^ ß — e 

a' -*■ e = ß — e 

«"-!- e ae ß-— e 
etc. 
sein, sondern es mtis^e auch aus allen diesen Gleichungen derselbe 
WeriJi von e hervorgehen. Zufolge des allgemeinen Gntndsaizes des 
Art. 1 der Abhandlung wird hiemit, in der Voraussetzung dass allen 
Beobadtfungen gleiche Gute beigelegt wird, 

fi + ß-+ fi " + eU:. --m-tt' ■-tf — «tc. 

wenn n die Anzahl der einzelnen Gyri der betreffenden Gruppe bezeich- 
net. Hictnit kann man die Sammen und Unterschiede 

a -t- e , a -t- e , a" + e , etc. 

ß — e , ß — e . ß" — e , etc. 
berechnen, von welchen um die bez. / zu bilden der vorlaufig ange- 
nommene Werlh der Richtung abzuziehen ist*). Dieses Verfahren ist für 
jede in der bez. Gruppe beobachtete Richtung besonders auszufuhren. 
Sind nun alle l dem Vorhergehenden gemäss berechnet worden, 
dann wird nach einem der beiden Ausdrücke des vorvor.Art. (//) berech- 
net, und die darauf folgende Berechnung von (//,n) wird ohne Verände- 
rung so ausgeflihrt.wie in der Abhandlung erklärt worden ist. 



*) Uan kann bemerken, dass in dem Felle, wo die Gruppe von Gyris nur aus 
zwei Gyris besteht , hieraas 

hervor geht, und folgticli dieses Verfahren mit dem oben angegebenen zweiten Ver- 
fahren tdenDsoh wird. 
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SuppL 3. Ableitung einer bisher unbekannten Bedin- 
gungsgleichung, die im zweiten Theile der Ausglei- 
chung eines Dreiecksnetzes statt findet 

1. 

Der im Art. 72 der Abhandlung bewiesene und durch die Gleichung 
(tii) ausgedruckte Satz, nemlicb 

Nx + üfx' + yx' + . . . + ö Ä 
welcher , nachdem im Art. 76 6 ^ gesetzt worden , und diese Be- 
stimmung im Verlaufe der Abhandlung beibehalten worden i'si, auf 

Nx -^- Xx + yx" + ...^0 
reduciit wird, bezieht sich auf die Ausgleichungen auf den Stationen, 
indem hier x, x, x" etc. die Resultate dieser Ausgleichungen bezeichnen. 
Spater, nach Abänderung der anfönglich benutzten Bezeichnungen in 
andere, die in der Anwendung passendei- erscheinen, nimmt er die Form 

iVu'{4} H- iV»(2) + iV"w(3) + . . . = 
an, und in dieser Form ist er namentlich im § 6 angeführt, und als ein, 
zur Prüfung der Richtigkeil der Ausführung der numerischen Berechnun- 
gen der Ausgleichungen auf den Stationen geeignetes, einfaches Hrtlel 
bezeichnet worden, da er fUr beliebige Werthe der- N, iV, etc. gilt, und 
nur seine Wirksamkeit aufhört, wenn man alle N gleich Null macht. In 
diesem Falle, welcher im zweiten Verfahren vorkommt, ist dieser Satz 
nemlich stets identisch erfüllt, welche Rechnungsfebler man auch in der 
Ausgleichung auf den Stalionen begangen haben mag. 

leb werde hier weiter gehen, und den Beweis lUbren, dass dieser 
Satz auch im zweiten Theile der Auflösung statt findet, das ist, dass 
auch die Gleichung 

Nz{^l + iVz(2). + rj(3), + ... ^ 

statt findet, wodurch fUr die Prüfung der Richtigkeit der Berechnung 

der numerischen Werthe der ^i}„ z{i),. etc. und, wie man sehen 

wird, auch der f{r,I) , frjl) , etc. eine neue Gontrole erlangt wird. 

2. 

Wenden wir uns zum Art. 35 der Abhandlung und multipUciren 
die dort befindlichen Ausdrucke für {ari), (ßtj), (j^), etc., bez. mit N, If, 
AT, elc. dann erhalten wir 
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{uii)N-^{ß,l)N'-t-(r,,)y'-^-...= !(1.1)A^+ (1.2)5' + (4,3)iV" +...{<7 
+ i(l,2)iV+ (2,2)iV' + (2,3)iV" -I-...J?' 
+ |il,3)iV -H (2,3)iV + (3,3)iV" + ...}?" 



Aber im Art. 71 haben die mit (1,1). (1 ,3), etc. etc. bezeichneten Grössen 
dieselbe BedeultiDg wie im Art. 35, und folglich gehl <lie vorsiehende 
Gleichung durch Hülfe dei (63) in die folgende über. 

(«i?)iV -f- (ßii)N- + iyti)N" + ... = J^- {q + q' +<)" + ... 
Eben so bekommt man 

ia^)N + {fix)y" + {rH)r -f. ... = ^ (,■ + r + r" + ... 

(«A)iV + (ß^iN' + [rX)N" + ... = -^^ («+«' + s" + ... 
elc. etc. 

wo zufolge der (30) q. q, q", etc. r, r, r", elc. s, s\ $". etc. elc. die 
Coefficienten der Unbekannten in den verschiedenen Bcdingungsglei- 
cbungen sind. 

Gehen wir nun speciel zur geodätischen Au%abe Über, und be- 
merken, dass in dieser die Bedingungsgleichiingen blos Winkel, oder 
Unterschiede von paarweise genommenen Richtung(>n enthalten, go folgt 
dass in dieser Aufgabe nicht blos im Allgemeinen, sondern fitr jede Sta- 
tion ins Besondere 

= q -i- q -i- q" + ... 

5S r + r' 4- r"^ 4- . . . 

= j; + s + s" + ... 

elc. 

sind. Die oben erhaltenen Gleichungen gehen daher über in 

= («/;)A' + ißii)IS' ■+■ (/(^jA'" + ... 

SS («x)A' -H (ßx)N' ■+. (yx)iV + . . . 

^ {aX)N ■+. {ßk)N' -F (yA)iV" + . . . 



etc. 



Da [ 



zufolg* 


i des Art. 


ig 








z 


= HK 


+ 


{«'V. 


+ 


(«*>, 


z 


= W«, 


+ 


iß'V. 


+ 


Wr. 


z 


= (Pl)". 


+ 


elc. 


+ 


Wr, 



■ndl. d. K. S. GcM>ll»l 
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und dort z. z'. t", i'le. diosolbo Bcdeuliiiii; lialicn, wie sfdUt'r :{i)^. z^i^,. 
z(3)„ nie, bo bekodimt man sogleich 

= *(i). + NX^), + K'43), + ... 
für jede Station besonders. W. z. b. w. 

3. 
Um diesen Salz auf ein Beispiel anzuwenden nehme ich die Slalion 
(1) des Hauptlieispiels vor. Im Ai't. 96 wurde gefunden 

i(<), = + 0".1O1 , 2(2), = + O'.Oia . l(3), = — O'.tiO 
j(i), = + 0.469 , j(a), = — 0.038 . i(b], = — 0.0C8 . 
und im Alt. 84 fiir dieselbe Station 

/V= 1.6, fl" = 3.0 . rr = 0..1 , 
JV" = , ir = S.5 . JV = 0.9444 
Die Rechnung giebt daher 
z(1), = (9.0294) . z(2), = (8.8633) . 2(3), = (9.6435n) 
A = (0.1769) , «■ = (0.4771) , iV' = (9.6990 ) 
9.2063 9.3404 9.3425ii 

z(4), = ( ) . z{a), = (8..'i798n) , j(t), = (8.8.326») 

JV" =(_oo),JV" = (0.3979 ). ff' =(9.97.52) 

8.9777« 8.8077« 

und die Prodncte sind folglich 

+ 0'.161 

+ 0.219 

. — 0.220 



— 0.096 

— 0.064 

Sa. = + 0.001 
welches ßlr Null zu erachten ist. 

Im Art. 78 wurde bewiesen, dass lllr jede Station, auf welcher in 
jedem Gyrus alte vorhandenen Richtungen eingeschnitten worden sind, 
die Gleichung 

N=If = N- = etc. 
statt findet, und Itlr jede solche Station wird also der oben bewiesene 
Satz 

= 2(1). + 2(2). + 2(3), + ... 
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Daü lteis[iiel der Abhandlung bietet keinen solchen Fall dar, aber 
in der Gauf^sischen Abhandlans iSiipplementum Ihooriae combinationis 
etc.» findet er auf allen im dortigen, aus der hannoverschen Gradmessung 
entlehnten. Beispiet vorkommenden Stationen statt. Da die dortige Be- 
zeichnung (0). (i), (2). (3); (4), (5)- (6); etc. mit der hier eingeführten 
?(1)i, 2(2)i. z(3),, 2{4),; z(1)i, 2(2)i, z(3)a; etc. identisch ist, so findet man 
im Art. 24 der angezogenen Abhandlung. 

z(l), = -I- 0".065, z(1), SS — 0".481 

2{2)i = — 0.212 . z(1)a = + Ü".2:i:) . z(2}3 = + 0.406 
2{3), = + 0.339 . «(2), Ä — 0.071 . 2(.3>, = -|- 0.021 
z(4), 3= — 0.193 , :{.3j, SS _ 0.162 , 2(4)^ = + 0.054 

Sa. = — 0.001 , Sa. s= 0.000 . Sa. = 0.000 
u. s. w. mit dem obigen Salze übereinstimmend. Da Gauss dieses Satzes 
gar nicht erwähnt, so muss man scbhessen, dass er ihm entgangen ist. 



Als Corollarium zum oben bewiesenen Satze kann noch das Fol- 
gende bemerkt werden. Da statt der oben angewandten Bezeichnungen 

H) ' lßn)-{n)' etc. 

[a») , Oft») , (yn) , etc. 

etc. 

im Verlaure der Abhandlung die folgenden eingeführt worden sind, 

f[ij), . /(2./). , /(3,/). . elc. 

ilijf)., f{%n)., /(3.//).. etc. 

etc. 

so giebt der vorvor. Art. auch die Relationen 

= N.fUJi + N'.f{^,r), + iv./ta,/). + . . . 
= N.f[i.n), ■+■ N'.f{%.n), + N'.([:i.n), + ... 

= I!f.f\i.ni],+ iV'./{2,/W).+ iV"./t3,///), + ... 
etc. elc. 

die fUr jede Station besonders stalt finden, und auch zur Prüfung der 
Richtigkeit der numerifichen Rechnungen, so wie zur leichteren Auf- 
findung etwaiger Fehler in denselben dienen können. 

Ich bemerke noch, dass alle hier entwickelten Relationen wegfüllig 
werden, wenn man sich des in der Abhandlung entwickelten zweiten 
Verfahrens bedient. 
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Suppl. 4, Von der Behandlung etwa vorhandener, 
überzähligen Richtongeu. 



Im Art. 79 der AbhantiluDg habe ich in Bezug auf ehva vorhan- 
dene überzählige Richtungen angegeben (hesen in der Reihenfolge der 
Richtungen der beireffenden Station die letzlea Stellen zuzulheilen, in- 
dem sie darauf im zweiten Theile der Auflöäung so wenig wie möglich 
eintreten. Hier werde ich zeigen, wie man bewirken kann, dass sie im 
zweiten Theile der Auflösung gar nicht erscheinen, und dabei alle ilbri- 
geo Vorlheile, die das erste Verfahren darbietet, vollständig l)ewahn 
bleiben. Ich werde zuerst den Fall Einer überzähligen Richtung, und 
darauf den, in welchem zwei solcher auf irgend einer Station vorhanden 
sind, betrachten; aus den hiedurch sich ergebenden Formeln kann man 
leicht erkenoen, wie in Fallen, wo drei oder mehr überzählige Richtungen 
vorfaftnden sind, zu verfahren ist. 

2. 

Die erste jetzt zu beachtende Regel ist die, dass luan alle voihan- 
denen Überzähligen Richtungen aus der nutürlichen Reihenfolge der über- 
haupt auf der Station vorhandenen Richtungen herausheben, und den 
Richtungen nach den Dreieckspunklen voran stellen muss. 

Sei nun Eine Überzählige Richtung vorbanden, so stelle ich die 
Aufgabe zu bewirken, dass nicht wie im Art. 76 die Coefficienten 

{ab) , {ac) , {ad) , etc. nebst (bc) 
der Gleichungen (öl) dos Art. 69, sondern statt dieser die Coeflicienten 

{bc,i) , (6d,1) , (6e,1) , etc. nebst {cd,1) 
Null werden. 



Wenden wir uns zu den Ausdrücken des Art. i3, so finden wir, 
dass die oben aufgestellten Bedingungen zunächst auf die folgenden 
Gleichungen fuhren. 
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lbc,i) =s sss [be) + {ac)a 
{bd.i)= 0^{bd} +(crf)«' 
(ip.l) = = (be) + (ae)a [A] 

etc. 
(cdA) = = (cd) + [adj^ 
in welchen 

[ab) + (aa)a =0 ) 

(ac) + (aa)^ ss ( ^ ' 

sind ; auf der AitflOsiing dieser Gleichungen beruht die Auflösung un- 
serer Aufgabe, als deren Unbekannte die im Art. 69 eingeftlhrlen , und 
mit N, N", iV", elc. bezeichneten Grössen zu betrachten sind. 



Bs wären nun zunächst aus den Gleichungen des vor. Art. a und 
jf zu eliminireo, und in die daraus hervorgehenden Gleichungen die all- 
gemeinen Ausdrücke der (aa), {ab), elc. etc., die auch im Art. 69 ge- 
geben sind, zu substituirea. Diese Gleichungen würden hieraurzu Func- 
tiooen der N, N', N", etc. werden, deren Ausdrücke hierauf durch wech- 
selseitige GliminationeD zu entwickeln wären. Diese Behandhing dieser 
Gleichungen führt indess auf Ausdrücke für die genannten Unbekannten, 
die so verwickelt sind, dass sie sich zur Anwendung nichl eignen. Man 
muss daher ein anderes Verfahren anwenden, und dieses kann man auf 
den Um.-tand stutzen, dass nicht alle N aus diesen Gleichungen besitmmt 
werden können, sondern eine dieser Grössen willkuhrlich bleibt. Man 
hat a. a. 0. gesehen, dass die Anzahl der N der Anzahl aller auf der 
Station Überhaupt eingeschnittenen Bichtungen gleich ist, lindet dagegen 
aber leicht, dass die Anzahl der Bedingungen, die im vorvor. An. ein- 
geführt wurden, um t)ins kleiner ist, wie diese Richtungen, und hieraus 
folgt, dass Eine dei' Grössen N. N', N", etc. willkuhrlich bleibt. Wenn 
man diesen Umstand zweckmässig benutz! , so ergiebt sieb eine sehr 
einfache Auflösung unserer Aufgabe. 



Sei von nun an 
und in Folge dessen 



5. 

N= 
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Hansbn, 


M = 0-(w) ■ 


(66)' = 0- (pp'l 


[ab] = - (pp) . 


(6c)' = - (p'Z) 


(«c) = - {pp] , 


(6d)' = - (pY) 


M = -(PPl- 


etc. 


cic. 




(all = (te) 


(6(} = (U) 


(«)' = 0- - (pV) , 


(ädf = (T - (/.>-) 


(cd)' = - (/i>T , 


elc. 


ete. 


{dl) = (tc'O 


M = (fc') 


elc. 


worauf 




(66) = (66)' + «■' , 


(cc) = (cc)' + W 


{6c) = (6c)' + S'N- . 


(cd) = {atf + N-N" 


{bdj = (6d)' + ÄTJV- . 


elc. 


elc. 


{dd}= {ddj'+S-' 




elc. 



etc. werden , wahrend der Ausdruck fllr {Uj unverändert bleibt. Setzt 
man nun diese letzleren Ausdrucke in die Gletcfaungen (4), so erhall man 

Ä'A" = — (6c)' — (oc)«' = — (6c,1)' 
N'ir =: — {bdj' — (od)«' = - (6((,))' 
iV'JV"= - (6e)' — (oc)«' = - (6e,()' 

etc. 
»"*-= — (cd)' — («d)/r = — {cd,\-i 
wenn 

(4c, I)' = (6c)' + (oc)«' 
(6d,()' = (6d)' + (od)«' 
{be.\j = (6e)' + (oc)«' 

elc. 
(cd.l)' = (cd)' + {ad}li 
(ce.iy = (ce)' + (o«)/«' 

etc. 

(de,l)' = (de)' H- (oc)y' 

elc. 

elc. 

gesetzt wir^. Bestimmt man nun die iV'. iV", etc. so dass 
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" — y {bc.u- 

> erluik maD sogleich 

(66,1) s (fiftj)' + ^'2 

(AcJ) = 
(H<)= 
(6e.1) = 
etc. 

{cc,i) = (cd)- + N"' 

{cd,i)= 

(tej) = (ce,1/ + iV"iV' 

etc. 
{ddA)= {dd.\)- -t- Pf' 
{de,i)= (de^y + N"W' 

etc. 



wo die (66,1)', (cc,1)', etc. eben so zu berechnen sind, wie die Ubriyeo. 
ähnlich Ijezeichneten, Grössen, und die Berechnung der(6/,<). {cl,i). elc. 
unverändert so ausgefUlirt wird, wie im § i der Abhandlung angei.ebcn 
ist. Hiemit ist die .Aurgabe schon vollstiindi'j gelöst, und vorauägesotzl. 
dass man den wahrscheinlichsten Wcrlh der tiberzähh'gen Richtung nicht 
kennen zu lernen braucht, wird der weitere Verlaiir der Auflösung genau 
so durchgeführt, wie im § 6 bei dem «erslen Verfahren» gezeigt worden 
ist. In dem Falle , dass man auch den wahrscheinlichsten Werlb der 
überzähligen Richtung kennen lernen will, kommt eine kleine Rechnung 
hinzu, die weiter unten erklär! werden wird. 



Dass im ersten Theile der Auflösung die überzahlige Richtung nicht 
weiter eintritt, ist an sich klar, aber dass sie im zweiten Theile der Auf- 
lösung gar nichl einlritl, muss besonders gezeigl werden. Da in Folge 
der CoefBcienleu, die oben gleich Null gemacht worden sind« auch 
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^ « / = (T = etc. Ä / = 
werden, so nehmen die allgemeinen Ausdrucke der ij(r,l),, r^lr.ll),, etc. 
die folgende Form an 

r}{b,I), = «'. qiaj), + q[bj), 
r]{c,I), =s a.qia.l). + ?(c,/). 

ri[ej), = a".q{a,1), + Y"'.q{c,I), ■+■ ^' .qiM). + ?(«-^) 
etc. etc. 

die durch Vertauschung der / mil der //, ///, etc. nach und nach auf alle 
Beding II ngggleichungen auszudehnen sind. Da aber die Richtung a eine 
überzählige ist, die mil dem Dreiecksoetze in keiner Verbindung steh), 
so sind immer die DifferenlialquotieDten 

q{a,I), = qiajl), = q{aJU), = etc. = 
und streicht man demzufolge die betreffenden Glieder aus den vor- 
siehenden Ausdrucken weg, so werden erstlich 

7}{a,l), = J/(o,//), — f]{aJII), = etc. s= 
und aus den übrigen Glossen dieser Gattung verschwindet Alles, was 
von der überzähligen Richtung abhängt, indem /", d", elc. etc. von den 
«', a, a", etc. unabhängig sind. Da somit die fi[rj],, ti{rjl),. etc. von 
der überzähligen Richtung unabhängig sind, so sind die /(r,/), , i[r,ll),, 
etc. und die Coefficiehten der Endgleichungen es auch , und der ganze 
zweite Theil der Auflösung ist demnach von der überzähligen Richtung 
unabhängig. W. z. b. w. 



Zur leichteren Uebersicht sollen jetzl die im Vorhergehenden ent- 
wickelten Ausdrucke in die im § 6 der .\bhandliing angewandte Be- 
zeichnung übersetzt, und ausfllhrlich angeführt werden. Die Überzählige 
Richtung werde ich mit a bezeichnen, während wie a. a. 0. die übrigen 
Richtungen mit den fortlaufenden Zahlen \ , %, W, etc. bezeichnet werden. 
Die Hulfsgrössen a, (f, y\ elc, die von der überzähligen Richtung ab- 
häogen , sollen um sie von den übrigen ahnlichen zti unterscheiden mit 
o', 6', c, etc. bezeichnet, und hierauf mit «', $, etc. ^, y'\ elc. y", IT, 
etc. etc. fortgefahren werden. Da endlich iV = ist. so werde ich auch 
iV statt iV', A'' statt iV", etc. schreiben. Es sind nun erst zu berechnen 
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(M) = - (pp) , (6t) = ff - (/>>■) 

(«') = — (w'l. {*«) = — (;'/; 

(«c) = - ipp-). W) = - (f>-) 
(od) = — (hO, etc. 

elc. {bt) = (tr') 
(«I) = (fe) 



(«)=(?■ -(?>■), (Ai) = (r-{pY) 

(cd) = — (pY), etc. 

etc. {dti = (fa*) 

M = (fa') ^^ . „ _ 

w. so wie [U] wie vorher zu berechnen. Hierauf rechne man 

„■ = _ M_ *■ = _ JeL c' = — i?5. eu- .<•'=— J?5- 
" — M ■ ° — (•■)•«■ ''"■ ' W) 



(46,1) = (Ml + (ab)a 
(Ac.l) = (6c} + [acja 
[bd.t) = {bd} + {ad)a 

etc. 
(6(,l) = (6() + (oi)«' 
{cc.i) =s (cc) + {ac)b' 
{cä,\) = (cd) + (od)6' 

etc. 
(ei.)) = (ci) + {at)b' 
{dd,l] = (dd) + (ad)c 

etc. 
(dl.f) = (Ä) + {aljc 

etc. bis 

(H.o) = (H) + (o(l;i'« 

Mau sieht, dass diese Ausdrückedie erste Abtheilung der beltannten 

Auflösung der Gleichungen bilden, auf die die Methode der kleinsten 

Quadrate immer hinfUbrt. Hierauf ist zu berechnen 

M = Y'—Jbc.t) {bdj)jcd,^) 

" — (nJ,1) " =^ jv 

— iW,l) ^T — JV 

jV"= — -„ir elc. 
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worauf sich die fotgeoden Ausdi ucke ergeben, 

(1,1) = (M.,1) + JV' , (2,2,1) = (cd) + N'' 
(),S)=0 (2,3,1) = 



0,3) = 


= 
etc. 




(ä. 


4,1) = 


(cc,1) + 
etc. 


N'N- 


('.') = 


= (W,l) 




(2. 


(,() = 


(«'■<) 




(3,3,2) = 


= (dd.t 


) + W-' 




(4,4,i: 


1 = lee.i 


) + JV-' 


(3,4,2) = 


= (&,! 
elc. 


) + HS- 




(4,M) 


etc. 




(3,(,2) = 


= (*.1) 













U.S. w. wena mehr tUchlungen vorhandeD sind. Mit dieäen CoefficieDten 
wird nun die fernere Rechnung bit> uo das Ende derselben ^enau so 
ausgefllhrt wie im § 6 bei dem ersten Verfahren beschrieben worden ist. 
In Bezug auf die Bezeichnung ist die einzige Bemerkung zu machen. 
dass man statt des a. a. O. vorkummenden Ausdrucks 

(«.!) = («) + (<,()«■ 
jetzt 

(«,)) = («,») + (•.!)«• 
schreiben muss. 



Wenn Dtau auch den wahrscheinlichsten Werlh der überzabligeo 
Richtung kennen lernen will, so dienen dazu die folgenden Ausdrücke. 
Man rechne zuerst 

a SS d 
«" = b' 
a ^ IS 

a" SS d -i- ya + y'a" 
a = e + d"a + d''a + ff"d' 
elc. 
worauf man 

— w{a) s= ;(<''• + x'o' + JtV + xa + x'a" +/«" + ... 
erhall. Setzt man ferner 

/to./). ^ dQ[\,l\ + aQ{U). + o'"0(3./). -I- aQ{U), + ... 
und demgemass für alle Übrigen vorhandenen Bedingungsgleichungeii, 
so ergiebl sich 
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z(a) = HaJUl) + ««,//),(«) + /;«,«/).(/«) + ... 
WO wieder (7), (//), (///), etc. die Werthe der Unbekannten der lind- 
gleichungen bezeichnen. Nennt man endlich wiudcr (a) den vorläufigen 
Werth, den man im ersten Aarange der Rechnung für die tlberzahlige 
Richtung angenommen hat, so wird der wahrscheinlichste Werth der- 
selben 

x(o) = (a) + w{a) — z{a) 



Nehmen wir nun an, dass auf irgend einer Station zwei Überzählige 
Richtungen eingescbnittoD worden sind, so folgt die Auflösung dieser 
Aufgabe so einfach aus der vorhergehenden, sich auf Eine solche Rich- 
tung beziehenden, dass siu ohne Weiteres hingeschrieben werden kann. 
Man setze zuerst die beiden überzähligen Richtungen allen andern voran, 
und mache wie in der vorhergehenden Aufgabe 

(00) = - I.PP) . (M) = 0' - (pp) 



(04) = -ipp). 


{be) = - (,Y) 


(00)= -I.PP-). 


(6<i) = - (pY) 


(od)= -(pp-). 


etc. 


elc. 




(Ol) = (fc) 


(40 = (f ) 


(«) = 0- - (pV) 


, [dd) = (r-{Yi 


(eil = - ipY) 


etc. 


elc. 




M = (fa'J 


, (Ji) = (fe-) 



u. s. w. und rechne auch (U) wie immer. Hierauf berechne uian die 
zwei ersten Abtbeiiungen der bekannt<'n Aiidösung, nemlich 

, _ J«51_ . , M_ . _ML et« ."l = Lt 

" M ■ " — IST' " — — M ■'•"'■ r — ,M 

(64, t) = (44) + (o4)o' 
(4c. 1) ÄS \bc) -h {ttc)a 
(441) = (bd) + {adja 

etc. 
(bl.l) = (4i) + {a[)a 

(cc.i) = (cc) + (ac)4' 
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W.l) =(cd) + {ai)V 




elc. 




[elj) = (et) + (aljV 




idd.'i)=(dd)+{ad)c 




etc. 




(*1) = (dlj + (oi)c- 




etc. bis 




lU.a) = (iO + («W 




W'-^'^-fSl' *■'"' = 


— 


(m.2) = (oc.l) + (icj)*" 




:cJ.2)=(cd,t) + (M.))6- 




etc. 




(c(,2) == (c/,lj + (W,()6- 




Wi2)= (Ä1j+ (Hl)c' 





etc. bis 
l«,t) = («,») +7tMhr"~ 



Hierauf werden 




Jf= t^- 


icd.i) (ra.ä) (äe.-ij 


"'=-(^f 


iv- = -if 


"=-t"., 


JV-=-W 


* = --M*, 


etc. 


berechnet, worauf man 




(1,1) = (cc,2)+A", 


(2,2,1) = (Ai,2) 



(2,4,1) = {df.i) + N'ir 
(2,5,1) = (rfj,2) + -Y'iV" 



(1,i) = (ri,1) . . 


(2./,l; = {i//,2j 


(3,3,2) = (.e,2) + iV 


(4,4,1) = (fliä) + .r' 


(3,4.2) = [ef.i] + JV-JV- 


(4,8,1) = (/j,2) + iV-JV- 


(3,5,2) = (e.,,2) + JV-iT 


etc. 


elc. 


(4,(,1) = (ft.i) 


(3.1,2) = (e/,2) 


(5,S,1)=(jj,2) + JV"' 




etc. 




i5,/,1) = {gl.i, 
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u. s. w. erhalt. Mit diesen CoefBcienten ist wieder die fernere Rechnung 
bis an das Ende derselben genau so auszuführen, wie iai § 6 der Ab- 
baudluiig bei dem ersleo Verfahren beschileben worden ist. Nur inuäs 
wieder statt des dort befindlichen Ausdrucks 

(«.lj = W + (4,nr 
jetzt 

(H.i)=. m.b) + (»,/)/ 

geschrieben werden. 

10. 
Wenn auch die wahrscheinlichsten Werthe der beiden Uberzöhtigen 
Richtungen zur Kenntniss gebracht werden sollen, so sind im gegen- 
wärtigen Falte die folgenden AusdrflcLe anzuwenden. Zuerst 
a ^ a 



a= f 


+ b-a 












~ar=c 


b~ 

+ ra 












b' = 


c 












a-= i 


+ ia 




r= 


i 


+ /o- 


+ y«" 








o' = «■ 


+ eV 




6' = 

»•■=7 




+ /*■ 


+ /6" 


+ « 






6"= 


c 


+ KV 


+ rt" 


+ <)"6' 










^etc. 








■' + z"'a 


+ i' 


-+«■« 


' + «"«' + z""' 


+ 


/« 


;t"' 


+ ,(, 


■ + /4 


- + /!■ 


+ t'V 


+ 


xV 



woraus 



- »(6) = 

hervorgehen. Ferner 

^a,/). = »'Oit ,/). + «"0(2./). + «"OlS J). + «'«(i,/). + «"0(8,/), • 

/(6,/), = b-Q( I ,/). + rO{i,/). + 6" 0(3./), + i'0(i,/), + 1"0(5,/), ■ 

und demgemass ßlr iille übrigen BedingnngsgleichuDgen. Endlich 

j(a} = /[«,/),;/) + /!«,//),(//) + l[a,W),{III) + ... 

z(4) = /(4,/).(;) + /;6,//),(//) + «6.///).(///) + ... 
Debst den wahrünheinlichsten Werlhen 

x[a) = (ffl) + w{a) — s(o) 
x(6) = ((.) + »(i) - z{b) 
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wenn wieder (o) und {h} die beim erslen Anfang der Rechnungen diesen 
Rjelilnngen bei)<eli'}i;len vorläufigen Weilhe bedeuten. 

11. 

Die Fülle, in welchen auf einer Station drei oder mehr Uberzühlige 
Richtun^'sn eingesrhnillen worden sind , brauchen nun nicht weiter er- 
örtert zu weiden, da das in denselben einzuhaltende Verfahren sehr 
leicht aus den zwei behandellcn Fallen sich ergiebt. Höchstens kann die 
Auailehnung der Berechnung der a, 6', etc. auf drei fKler mehr Kich- 
liingen eine kleine Schwierigkeit verursachen , und ich will daher diese 
Ausdrücke anf drei Richlungen ausgedehnt hier zum Ueberfluss anfuhren. 



a-=*' 


+ 


b-a 






f = 




f 






a-=c 


+ 


cV 


+ 


ca 


b' = 




c" 


+ 


c-b- 


«" = 








c 


o"=<f 


+ 


d-o 


+ 


fa 


r= 




(T 


+ 


rw 


c"= 








f 


a ^ e 


+ 


ea 


+ 


e a 


i'= 




e" 


+ 


e-6- 


c' = 








e 






a" 


= «' 


+ 


»'« 


+ g-a 


+ 


J-o- 


+ 


« 


+ 


/Ta" 


r 






i 


+ g'i' 


+ 


n" 


+ 


rt' 


+ 


(fV 


r 


= 






9" 


+ 


fc' 


+ 


*v 


+ 


i/'c" 



etc. 
Vergleicht man iliese Ausdrucke mit denen, die oben (ür zwei »nit 
eine Uberziihligen Richtungen gegeben worden sind, so findet man leicht 
die Ausdrtlcke fl]r vier und mehr dieser Richtungen. 

12. 

Um die vorhergehenden Entwickehmgen durch ein Beispiel zu er- 
lautem, soll die erste Station des Hauptbeispiels der Abhandlung dienen, 
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auf welcher zwfi überzählige Richtungen vorkommen. Setzt man diese 
jetzt voran, so steht das Täfelchen fUr die (pp), {pp), etc. wie folgt 



'- 


W 


m 


1') 


(S) 


Ol 


Hl 


p 


f 


f 


P" 


f- 


f" 


5.3333 


S0.H67 


42.0833 


3.75 


8.6667 


7.76 


p' 




20.75 


(.4167 


(.3333 


9.9467 


5.5 








ß.583:) 


t.5 


0.75 





p~ 








6.0 


4.5 





p" 










44.0833 


2.0 


f 












4 0.46C7 


Q 


53 


S< 


n 


46 


36 


23 


Ca-) 


+ (5'.'983 


- 2S:'70t 


- 9:'220 


+ I3;523 


+ 6:'74» 


- 4'.M23 



(W) = 30.ä8 
{bc} = — i.H67 
thS) = — 4.3333 , 
(bt) = — 9.9167 , 
(6/) = - 5.6 , 
(bt) = — 2ä'.70t . 

(ce) = ä).9167 
(./) = - 2.0 , 
(et) = H- 6'.7tä , 



{ce)= 4 0.4467 
(«()= — ».6 
(ce) = — 0.75 
(cfl= 
(et) = — 9'.ä20 



(/r) = 12.8333 
(/!)=— f. 323 



Hiemil bekommt man zuerst 

(m) =c 34.5833 

(ni) = — 12.0833 . 

fftc) = — 3.75 

(«i) = — 2.6667 , 

(ne) = — 7.75 

(aj) = — 5.3333 , 

{atj = + 4 5'.983 

{dij= 4 0.0 

(<fc)=— 1.5 

(rfß= 

[dl) = + 13'. 523 
Dod wie in der Abhandlung 

{Uj .= 474.367 
Die Ausdrticite des Art. 9 geben nun litemit 

a = (9.58273) , *' = (9.07459) , c = (8.92651) 
d = (9.38984) , o' = (9.22754) , j"' = — (9.70420) 
wo, wie immer, die in Klammern eingeschlossenen Zahlen die Loga- 
rithmen sind. Ferner 
(M,4) = 25.6270 
(te,1) = — ä.8614, 
(6rf,1) = — i.3.-i35 . 
(6e,1) = — 42.8SIS , 
(bf.t) = — 7.5405 . 
(W,1) = — 46'.5891, 



(cc,1) = 9.9714, 
{cd,t) = — 4.81 6C , 
(ce,4) = — 1.6702 . 
[cf.i) = — 0.6333 , 



[M,\] = 9.7748 
(de,\)= — 2.15*4 
(df,\] = — 0.4503 



[cUj = _ 7-.3222, (<«,1) = +14'.8725 
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(m,S) = 9.66i1 






{cd.i) = — 5.0785 


{dd,i) = 9.6587 




(M,ä)= — 3.1036 


(de.i) = — 3.3374 


(M,ä) = 


(cf.i) = - (.4723 


[df.i) = — 1.(428, 


(e/.2) = 


ld.i) = - 9."1679 


{äl.i} = + 13".349l 


(e(,2) = 


m) 


= 9.7U1 




(fl.i) 


= — 6'.5049 , {ll.b) = 


165. 64< 
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(ee,1) = 20.0160 

{ef,\) = — 3 3087 , (/]f,1) = H.93ä7 

((■/,!) = + 10'.0639. {/I,1) = — r.6240 , («,o) = IfiH ä79 

f = (9.04630) . c' = (8.96301) . rf" == (9.70129) 
e = (9.40870) , z"' = (9.81112) 



13.6397 

■ 7.0990 

2".3253 



Die Bechnung für die A', JV, etc. stellt nun vollständig so 

— (cd,2) = (0.70674) 

— (ce,2) = (0.49186) 

— (de.i) = (0.52341) 

1.72100" 
M = (0.86050) 
JV = (by3?7Ö9[ 

iV = {0.:)6865; — (cf,i) = (0.16800; 
»■ = (0.15476) *= (0.33709) 

JV"= (9.8.3091) "9^8309? 

und bieiaus 

tC = 4.7226 
MT =+5.0785, ff'== 6.4614 
JVA"=+3.1035, AT*' =+3.3374, A'>= 2.0395 
]VA'= + t.4723, ArjV"=+1.6833, Ar'ff"=+0.9675, JV"«=0.4590 
womit die Werlhe 
(1,1)= 14.3766,(2,2,1)= 15.0201 

(3,3,2) = 15.6792 
(2,4,1) = + 0.4405 , (3,4,2) = — 6.1315 
(1,i) = — 9'.1679 , (2,1,1) = +13".3491 , (3,1,2) = + 2'.3263 
(4,4,1)= 10.1731 
(4,M) = — 6'.6049 , (H,*) = 165.641 
erhalten werden , auf welche die betr. Ausdrucke des § 6 anzuwendeu 
sind. Diese geben 
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X = (9.80461) , (11,1) = (49.695 
/ = — (8.467S8) . / = — (9.94878) 
(4.4,ä) = i 0.1 608 
(4,J.9) = — 6'.89a4 , («,S) = )37.83( 

/ = (9.69501) , i" = — (9.17404) 
(4,4,3) = 7.7471 
(4,(,3) = — 5'.9810 , («,3) = 137.484 
x" = (9.88763) 
(U,4) = 132.866 
Dieser Werth von (W,4), welcher mil dem von (W,6) des Arl. 84 
identisch sein muss, stimmt mit diesem so nahe uberein, wie die Aus- 
dehnung der angewandten Logarithmen es gestattet. Es wird nnn femer 
durch die oben angezogenen Ausdrucke 

»(!)= — 0".6377 
iii(ä) = + 0.9114 
»(3) = — 0.1645 
»(4) = - 0.77ä0 
und diese müssen vor Altem der Bedingungsgieichung 

Ntc{t) + iVi»(S) -I- JV«)(3) + *"«>(*) = 
gütigen. IMan findet 

J¥=(0.3371 ), JV' = (0,3687), JV' = (0.1548) , JV'=(9.8309) 
ic(l)=(9.8046n),ii>(2)<=(9.9597), ii>(3) = (9,1889i>), »(4) = (9.8876i>) 
und die vier Producte werden 

— 1'.386 
+ 2.130 

— 0.221 

— 0.523 



Sa. = 0.000 
Zweitens müssen die Unterschiede der w mit denen des Art. 84 
der Abhandlung übereinstimmen, und die Vergieichung zeigt, dass dieses 
auch der Fall ist. 



Zur Ausfuhrung des zweiten Theils der Auflosung sind nun aus 
den vorhergehenden Rechnungen zu entlehnen. 
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(4,1) = (). 15766; (/"=. — (8.46728 
li.i.i) =«. (1.17667; / = + (9..'i95mi 
(3,3,2) = (1.19266) 
'i,i,3) = (0.8891 i) 
nebst den Diirerentialquotient^n der BedingunKSgleichungen des Drei- 
eck.<inetzes, oder den g(r,/)i, <i(r,ll)i, etc., deren Werihe man im Art. 93 
der Abhandlung 6ndet. Die betr. im § 6 zusannnengestalllen Ausdrüclte 
gaben. 



log i,(r,0, loe 5fr.//l,|loB 5(r,H0i log i|(r.;r), lof (Ir.VI, log ,|r, l'J), 



I 



0. 0. » - I _ 0.162K0n|!l.09860n 

— 'O. 0. N — 0.8U70 - 

!ü. mI — — 0. — !'J.«8a 

'a.SW.IOInS.ieTSSw 0.01857 g-TSättTH^-Sy;!?« 9. 94.) 



lußOW)! loaOy.i'ii log('T,/M)iiIog<»(''.»'||!logO(r.K;|iioi!0(r.r/)i 



I N.Ki234 :8.842;Un, — — «.0«S1 in' R,84094n 

— a. 823:»H 8. xa»3:in; — H.«HKO:t — 

8.807*äJi| ~ — 8.«07in„ — «.09671 

8.70587n 7.5781*n 9.1«i:t !8.893ß5«i 9.00168 9.05471 



r I * j log/[r,/], jlogfir.ö), |lüg^(M;/)^logflr,m, ,log^(r,I-i, !log/1r,V/), 

1 ! 1 18.84234 ]8.84834n! — — 9.005* ini8.8i09*n 

8 :7.47315 J8.88406 i8.848ü:W 7.3«09:t 8.60>;i;i 7.ä2199n 

3 , 8.92581«: 7.17315« 8.71844 8.58349 |«.Ü9'Je:t 8.75690 

4 I l8.70587n!7.578Un 9.13343 : 8. 8936Sn 9.00462' 9.05474 



Alis der Verbindung der if uiit diesen Werthen der /'ergiebt sich 
der folgende Beitrag, den die Station {i) jetzt zu den Coefficienten der 
Endgleichiingen liefert, dem ich die einzelnen Glieder, aus welchen er 
besteht, hinztifuge. Ich fUge dme^n ferner noch eine Abschrift der bez. 
Glieder hinzu, die zu den in der Abhandlung gegebenen Werthen ge- 
hören, damit man die neuen mit den alten Werthen vergleichen kann. 
Die oberen Abtheilungen der folgenden Tafel enthalten die neuen, und 
die unteren Abtheilungen die alten Werthe dieser Glieder. 
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' J > !•««■ 1 l'.l) 


loS!. 


(',") 


logg. 


(1,1") 


1 j < S.StS34 


0.06955 


8.84234n 


-0.06955 


— 


- 


3 i '8.98581 


0.08418 


7.17315 


+0.00149 


8.71 844n 


-0.052S9 




— 




— 




— 


1 


0.15373 
0.07893 


-0.06806 


-0.05229 


< 1 1 |8.S973i 


8.89734n 


-0.07894 


— 


— 


3 ! 18.87386 


0.07480 


8.03663 


+0.01088 


8.71846» 


—0.05229 






— 


— ! — 




-0.0.5289 


0.15373 




-0.06806 


' 


. 


1»««. 


iijy) 


loi». 


(/,V) 


logg. 


!I,Vl) 


1 


1 


— 


_ 


9.00514» 


-0.10119 


8.84094» 


— 0.06933 


3 




8.58349>i 


-0.03338 


8.59963 1 —0.03977 


8.75690n 


—0.05714 




— 


— 




— 




—0.03338 1 


—0.14096 




-0.18647 


1 _ 1 _ l9.060lttil -0.H485 


8.89594» 


-0.07S68 


3 8.583*9«' —0.03338 [8.41694«: —0.02612 


8.67923» 


—0.04778 


4 — . — _ 1 _ 




— 


1 -0.033ä8 




-0.14097 


-0.12646 


r 1 . 


logg. (»,"1 


log«. 


(//,///) 


logg. 


(«,JF| 


< 1 1 
2 ■ 


8.84234 0.06955 — 
8.82406 1 0.06670 !8.84803n 


-0.07047 


7.36093 


+0.00230 


4 : — 


0.13625 ' 


— 


— 


— 






-0.07047 


+0.00230 


1 
8 
3 


) ; 8.89734 i 0.07894 ! - 
|8.75814 1 0.0S729 8.8480!Sn 


-0.07047 


7.36078 


+0.00230 


4 


1 


_ 


- 


— 


- 




0.13623 


-0.07047 




+0.00230 


r 


. 


l'IS. 


(»,ri 1 loM. 


ill,vii 1 logg. 


{[11,111] 


1 

2 


. 


9.005(4 
8.60735 


+0.10119:8.84094 +0.06933! - 
+0.04049 ^7.58199*1 —0.00333 | 8.84803 


_ 
0.07047 


3 

4 


i 







_ 


9.12342 


0.13287 


+0.14168 


+0.06600 


0.20334 
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1 
i 

3 

< 


( 


9.060*4 
8.48868 


+0.(4485 
+0.08683 


8.89594 
8.40338» 


+0.07868 
-0.01868 


8.84805 
9.1S348 


0.07047 
0.43887 


+0.44168 


+0.06600 


0.80334 


r 


. 


loi«. 


mm 


>w. 


[W/,V) 


logg. 


lat.ri) 


1 

i 
3 
1 


t 


7.3609.311 
8.83965n 


-0.O083O 
-0.06943 


8.60735» 
9.00468 


-0.04049 
+0.40107 


7.58199 
9.05474 


+0.00333 
+0.11343 


-0.074 43 


+0.06058 




+0.14676 


1 

S 

i 


4 


7.36078n 
8.89364« 


-0.00830 
-0.06943 


8.48868» 
8.94166 


-0.08683 1 8.10338 

+0.08744 1 9.04738 
+0.06058 1 


+0.01868 
+0.10407 


i 


-0.07143 


+0.44675 


r t 


loa; 


(n',;Ki 


loK. 


(;p,vi 


loKS. 


i/r,rn 


( 
% 
3 

4 


1 


8.S8349 
8.8936S 


0.0333R 
0.07888 


8.69963 
9.00468» 


+0.03977 
-0.40107 


8.75690 
9.06471» 


+0.05714 
-0.1(343 


0.44466 


-0.06130 




-0.06689 


< 

3 
4 


* ! — 

8.68349 
8.89364 


0.03338 
0.07888 


8.44694 
8.94166» 


+0.08618 
-0.087(1 


_ 

8.67983 
9.01738» 


+0.04778 
-0.10407 






0.<H66 


-0.06189 


-0.05689 


' 


- 


loa. 


(I'.Fl 


,.». 


C,") 


10«. 


m.rn 


\ 
« 
3 

4 


4 


9.16794 
8.48805 

8.90886 


0.44784 
0.08643 

O.OS407 


9.00374 1 +0.100S6 
7.33669»! -0.00817 

8.95898 1 +0.09098 


8.83954 

8.04616 
8.96896 


0.06911 

0.01148 
0.09098 




0.86474 1 ; +0.18967 1 • 


0.17481 


1 

3 

i 


4 


9.88894 
6.84338 

8.84680 


0.16708 
0.04761 

0.07044 


9.05874 
7.91808» 

8.98166 


+0.11448 
-0.00888 

+0.08348 


8.89464 

7.96849 
8.98456 


0.07844 

0.00930 
0.08348 


—1 




0.88470 


+ 0.18968 


0.(7(88 



MaD erkeDDl hieraus, dass oach der neueo, hier ausgeführten Be- 
rechnung die Coefßcienten der Endgleich ungen unvei^nderl dieselben 
bleiben, oh^eicb die einzelnen Glieder, auü welchen sie zusammftnge- 
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selzl sind, grossientbeils sehr verschiedene Werthe haben. Die Unbe- 
kannten (/}, (//), etc. dieser Gleichungen bebalten daher jetzt auch noch 
dieselben Werthe, die im Art. 95 der Abhandlung gegeben sind. Ver- 
biodel man diese mit den oben gegebenen Werthen der f nach Anleitung 
des Art. 148, so bekommt man die Tolgeoden Werthe der ^r). 
;(!)*! + 0-.0937 
jf2) = + 0.0603 
-(3) ^ — 0.4589 
z(4) SS + 0.4460 
Diese mUssen zufolge des vorhergehenden Suppl. vor Allem der Gleichung 

Ni{\) + JV'2(2) + ^"^(3) + N-zii) = 
gnUgen, und die numerische Rechnung bestätigt dieses. Denn es wei'den 
iV = (0.3371) , iV' = (0.3687) , JV" = (0.1548) , iV" = (9.8309) 
2(1)= (8.9717) , z(2)= (8.7803) , z{3)= (9.6560n). j{K) = (9.6493) 
und die einzelnen Glieder der vorstehenden Gleichung 
+ 0".2036 
+ 0.1409 
— .6469 
+ .3021 
Sa. = — .0003 
welche Summe lltr Null zu achten ist. Die Unterschiede dieser Werthe 
der z{r) müssen Ferner mit den Unterschieden der in der Abhandlung 
im Art. 96 erhaltenen übereinstimmen, und die Vei^IeJchuug zeigt, dass 
dieses auch der Fall ist. 

14. 

Die Ausgleichung des betr. Dreiecksnetzes ist mit dem Vorhergehen- 
den schon vollständig, auf die neue hier entwickelte Art. ausgeführt, 
ich werde aber um die betreffenden Ausdrücke zu erläutern, hier noch 
die wahrscheinlichsten Werthe der beiden Überzähligen Richtungen be- 
rechnen. Durch die Ausdrücke des Art. 1 findet man 

a' = (9.58273) 

a = (9.20764) , 6" = (9.04634) 

0".= (9.07761) , r = (8.96300) 

fl"= (0.64116) , r™ (9.70124) 

a' = (9.65337) , h' = (9.68960) 
und hiemit, so wie mit den obigen Werthen der j^''\ ]^\ %, etc. 
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«j(a) a= — o'.oaoi 

w{b) = — 0.9395 
Der Unlerscbied dieser beiden, so wie die Unterschiede derselben mit 
den oben gefundenen Werlben der v>{i), »(2), etc. müssen mit den Un- 
terschieden der im Art. 8i der Abhandlung erhaltenen Werthe derselben 
Grössen ilbereinstimmen , und die Vergleicbung zeigt, dass dieses auch 
der Fall ist. 

Die Ausdrücke des Art. 10 geben femer 



r i * \\oenr,ri, |log/i;r,;;), jlogflr,«/), 


1ogflr,IV,. 


'tog rr.V), 


logffnW). 


b 


i 


8.5992n 7.6958« 8.7U8 
8.6935« 7.5i)2« 8.7701 


7.8539n 
7.7812« 


8.5362 
S.62&2 


8.6565 
8.7330 



und hiemit, so wie mit den Werthen der (7), (//), etc., die aus der 
Abhandlung zu nehmen sind, ergeben sich 

z{a) = — 0".0505 

z{b) = — 0.0805 
Der Unterschied dieser beiden, so wie die Unterschiede derselben mit 
den oben gefundenen Werthen der£(1], z{%), etc. müssen wieder mit 
den Unterschieden der im Art. 96 der Abhandlung erhaltenen Werthe 
derselben Grössen übereinstimmen , und man kann sich leicht überzeu- 
gen, dass dieses in der That der Fall- ist. 



Suppl. 5. Eatwickelung eines besonderea Falles, in 
welchem die för die Ausgleiolmng auf der Station auf- 
zulösenden Gleichungen sich in zwei oder mehrerev von 

einander völlig nnahhängige Systeme 2«iiegen tess«n. 



Wenn auf einer i^tation eine gewisse Anzahl der überhaupt beob- 
achteten Richtungen in keinem Gyrus mi( deo> Hbrigen Riebtungen zu- 
gleich beobachtet worden ist, so ist von selbst klar, dasB die Gleichun- 
gen, die dir die Ausgleichung auf dieser Station au&utösen sind, in zwei 
von einander unabhängige Systeme zer&llen mUfisen, und wenn auf 
derselben Station mehr solcher Lücken vorbandea sind , so müssen die 
genannten Gleichungen in mehr wie zwei von rätander un^blitliigige 
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Systeme zerfallen. Um diese Falle, die sich von selbst verstehen, handelt 
es sich aber hier nicht, sondern es soll gezeigt werden, dass die ge- 
nannte Zerlegung sich auch auf den Stationen ausfuhren Ijtsst, auf wel- 
chen eine gewisse Anzahl von Richtungen mit einer gewissen anderen 
Anzahl durch Eine, sowohl zugleich mit diesen wie mit jenen, beobachtete 
Kichtung verbunden sind. Es wird dabei gezeigt werden, dass sich diese 
Zerlegung anf verschiedene Arten ausfuhren lasst. 



Es braucht nur der Fall der Zerlegung in zwei Systeme betrachtet 
zu werden, da die Behandlung der Falle, wo mehr Zerlegungen mög- 
lich sind, daraus von sefhst Ibigl. Die ßichtung die mit allen anderen 
verbunden ist, will ich ztferst in der Reihenfolge voransfellen, und mit 
X bezeichnen, die übrigen eingeschnittenen Richtungen sollen mit x, x", 
x", etc. und x^. x^, x^ . etc. bezeichnet und angenommen werden , dass 
die mit oben angehängten Strichen versehenen Richtungen mit denen,* 
welchen die Striche unten angehängt worden simi, nicht zugleich beob- 
achtet worden sind. Es können itbrigens so viele verschiedenartige 
Gruppen von Gyris vorkommen, wie die Anzahl der Richtungen zulSsst. 
Versieht man nun die Hulfsgrössen eben so mit oben und bez. unten 
angehängten Strichen, so findet man leicht, dass in dem hier in Betrach- 
tung stehenden Falle die 

ip'p) — ip'p) = ip'pj =' etc. = 
'.P'p.) — (/»>„) = (PPj = «tc- = 
i>'>J « (p>„) ^ {p-pj = etc. = , 
etc. etc. 

vrerden, und e^ werden daher, wenn das erste in der Abhandlung 
entwickelte Verfahren befofgt wird , die aufzulösenden Gleichungen die 
folgenden sein, 
;0+iV»— (pp)ia;+jA'iV — {pp)\x+\Ny'—{pp"}-x"-t-\NJS''—.^pp-)x'" +etc. 

-^!iV^', — (pp,}ja;,+ii¥iV,— (ppj {a;„+{iViy,,— (ppjj;,,, -i^etc.« (te; 
\m'—(pp-)lx+\Q-+!S'-'~{p'p')\x + \]S-N'~ip-^)\J'+\r^X"— (p'pV -l-etc. 

-t-NN^x^ -t- N'N^^x^^ + ^^„^,, -l-etc.Äfte') 
]NiT—{pp")\x+\N-I>f ~ fpp");y-|-JO"+if*_ (pyj\/-i-\Ifrr'—{py)l-i-elc. 

■+■ nry X, -t- l!r^, x^ + n% x^ -i-etc.=t/r") 

^ViV•-{pplja;-l-)iV'^••-(p>")|,c^-tA■"^"-(pV)|a^°+iÖ"'^-iV"*-(/'y)i^'"+etc. 

+ iV'JV, x^ ■+■ iriV^ T„ + ÜTN,, x^ -t-etc^ih") 
etc. etc. 
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\m—{pp)\j! + N'N, jI + JVJV, x' + K'N, iT + etc. 

+|0,+W.'-(P,P,)l*.+l*A.-(P,P.)l»'.+ 1",*. -(P,P.)i*.+ote.= (li, 
|J«V.-(HjJJM- Wff X + iTiV x' + «"iV »' + etc. 

+\N,N'-(p,p)\x,^\Q„+N_'-(p_p)\xMfß. - (P.P,)K-t-elc.-(t, 
|JViV — (H>Jlic+ iVJV.as' + JVJf,«' + iTif, x' + etc. 

+i^Ä-(p,pjt''.+i*A-(fj'j)».+io.+*.'-(p.pJ!''. +*•=;»>.- 

etc. etc. 

3. 

Um die eben erhaltenen Gleichungen in zwei von einander unab- 
hangige Systeme zu zerlegen braucht man nur 

m, = (fp) , ffjv = ipp,) , m, = (ppj , etc. 

ff' = , iV" = , iV" = , etc. 
za setzen, denn biemit bekommt man sogleich 

\Q-t-ff—{pp)]x —ifpy — (spV —IPP'V +etc.= (ii) 

-(fp')x+\Q-{py]\x -{fy-jx- -{pp-]x- +elc.= (lr') 

-(pp> _(pfy+|g-_{py)ii- -(p»" +eic.=(fa-) 

-Ü'P> -(p'pV -(p»''+{<r-(p>1|x'+etc.=M 
etc. etc. 

|Q,+JV,"-(p,P,)|a^,+ |Af,iV-(j'A)K+lJV,JV.-(P,Pjl'',+ e'<=-=M 
|iV,JV,-(pj..)li+|0,+ff ■-(P.P,)K+ |JV.JV,-(PJ'Jl»,+ etc. = (i«J 
l'VA.-(PJ',)l^.+l*A-(PJ'JI^.+iO,+iV,'-(pj..)lx,+ etc.={tJ 
etc. etc. 

Diese GleidiuDgen haben auch die allgemeine Form , die alle Gleichun- 
gen haben, auf welche die Methode der kleiasten Quadrate hinruhrl. 

Die obigen Gleichungen flir die BestimmuDg der betr. N lassen die 
erste dieser Grössen, nemlicb N unbestimmt, und man kann daher noch 
eine Bedingung eioAlhren. Setzt man 

».«. = (.p,p.) 

so werden wie im Allgemeinen, nachdem 



«=yippXpp.){pf.) 

gesetzt worden ist, 

" It.p.) ■ "■— M 

ff = -i 
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uod das zweite System von Gleichuagen nimmt die folgende Form an 

iO.+ffMp.p.)|ä^.+|iVA-{p.p>.+«'o-=W 

etc etc. 

welche auch mit der allgemelDen Form übereinstimmt. Ich bemerke hiezu 
noch, dass man durch dasselbe Verfahi'en auch die Zerlegung so be- 
wirken kann, dass das eine System von Gleichungen die Unbekannten 

X, x^, ^„' ^„' B^- "1(1 das andere die x , x' , x", etc. enthalt. Man 
braucht zu dem Ende nur in den ersten allgemeinen Gleichungen die 
X , x^, X , etc. den x' , x" , x" , etc. voran zu stellen. 

4. 
Um die Zerlegung in zwei Systeme auf eine andere Art auszufuhrcD, 
werde ich der Richtung, die durchgängig beobachtet worden ist, den 
letzten Platz in der Reibenfolge der ersten Abtheilung von Richtungen 
anweisen, und diese daher so stellen, 

X , al . x" , x" , etc. , «(*—*) 
während die andere 

xlA— M , X , x^ , x^ , etc. 
sein soll, und x'^~<) die durchgehends beobachtete Richtung bedeutet. 
Man kann jetzt die N ganz auf dieselbe Weise bestimmen , wie bei An- 
wendung des ersten Verfahi-ens der Abhandlung gezeigt worden ist, 
und ich will daher die Coefßcienten in den allgemeinen, in der Abhand- 
lung angewandten Zeichen ausdrücken. Da es leicht zu finden ist, dass 
nun immer 

iPP) = (PPj =* iPPj = «tc. = 

iPP) = ip'p) = ip'pj = elc. = 

ip'p.) — ip'p) — {P'pj = etc. « 

etc. etc. 

werden, so sollen auch 

iV, = iV = iV, = etc. = 
gesetzt werden, welches stets unbeschadet der eben genannten Bestim- 
mungsart der Übrigen N geschehen kann, ja eigentlich von selbst daraus 
folgt. Die allgemeinen Gleichungen , die man hierauf bekomm), werden 
nun die folgenden sein. 
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■I.1)a; Ä (ix) 

{iXi'lx + (2,4,1K -I- etc. + {2,A,'t>Fi*-*' = (ir'} 

(3,3,2)«" + {3.4,2)x"' -I- etc. + (3,A.2>r('»-" = {lx°j 

{i,U)x •+■ {3.4,sy + (4,4,1W'" + etc. -I- (4,A,1)j-(*-» ^ (bT) 

elc. etc. elc. 

(2,&,1)j;' + {3,A,2)/ + (4,A,1)x"' + etc. -I- ih,h,i)xi''-': 

-«- (A,A+lJ)j:, -i- (A,Ä-4-2,1)r + (A,A+3,1J3;.,-l-etc.=(tr*-' 
(/tjt-t~i,\)x''''-^ +{A-l-1.Ä+1,1)ar,-|-(A+1,AH-2.1)j^-l-(A+1,A-f.3,1)a;„-|-etc.=iii, 
A,A-|-2,l;xA-' +(A+l.A-|-2.1)j;-|-(A + 2.A + 2.iy,+(A-i-2.A-l-3,i)i-.-l-elc.=(/j 
tA,A+3,1).i'*-' +(A+1,A+3,llj-|-(A + 2,A+3,I;.r-h(A+;i,A+3.1U'^+etc.=(/jJ 
etc. etc. etc. 

Aber da hier iV,, A' , iV,, etc. Null sind, so enlslelien, zufolge des 
Art. 71. der Abhandlung, die folgenden Bedingungsgleichungen 
[A,A+1.1)-l-(AH-1.A+1,1)+(A+1,A-l-2,1)-i-(A+l.ft+:t,1i+etc. = 11 
(A.A+2,1) + (A+1,A+2,1)+(A+2,Ä+a.l;+ A+2,A-|-;J.l -l-etc. = n 
(A,A+3,1)-|-(A+1,A-l-H.'t i-l-fAH-2,A+.J,1)+(A+3,A+3.1)-»-etc. = 
etc. elc. etc. 

addirt man daher die letzte Abthetlung der vorzulebenden Gleichungen, 
nemlich diejenigen die nur die Unbekannten x'''~ ' , j . j;_ , j;^ . elc. ent- 
halten, zur Dächst vorhergehenden Gleichung, die alle Unbekannten ent- 
halt, so geht diese letzt genannte in die folgende über, 
{i,h^)x'+ (3,A,2>t" + (4,A,1)x'" + etc. 
-I- }(A.A,t) + (A,A+1,1) + (A,A-|-2,1) -i- {A,A+3,1) + etc.fii*-* 
» (tr ('•-'))+ {h) -t- {te ) + (ipj + etc. 
aus welcher die Unbekannten x^, jr . j: , etc. eUminirt sind. Un au6 
den obigen Gleicbüngen, die diese Uubekaonten nebst x'-'^-*' eQthatten. 
diese letzt genannte zu elimioiren, braucht man in dieselben nur 
(a;,— xl^-^i) + ic'*-*' statt j:. 
(jc^— ^A-i)) -§. x"*-*i Statt x^ 
(it^— a:(*-') ) + a;!*-') statt j„ 
etc. ek:. 

»u sabstituiren , worauf venuöge der aagefUbrteu Beflin{:ung6g)eicbun- 
g«a die (]oefficienten von *!*-•) verechwinde«. Die obigen Gleichungen 
sind, biemit. afcgeüehen von der Gleichung 
(1.1)1= (te) 
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welche 8chun ein System flir sich bildet, io die fulgendeii verwandelt 
wordeo, die zwei völlig von einander abgesonderte Systeme bilden. 

(2,a,iy + (%.i,i)x- + etc. + (a.A,1>»[*-') -c (Ix) 

(3,3,%" + (3.4,a)jr + etc. + (3.A,2>r(*-*) — (te") 

(2,l,iy-*- (3.*.9)a!" -I- (4.4,1K + etc. + (tA^K"') ^ (^'"1 

etc. etc. 

(2,A,<K+ (3,*,%" + (i.A.llic"' -I- elc. + Äpl*-<) « i 
:A+1.A+4,1)j!'_-|.(A+1.A+t.l)af'„+(Ä-|.1,A+3,1)«„ -f. etc. = (tr.) 
(A+i.A+2,1)«',+(A+2,A+2J>r'„+(A+2,A+*.<>!'^ -^ elc. = (fe.) 
(A+1,Ä+3 1)«;+(A-*-2.A+3J)a/„+(A-i-3,*H-S.I)ai'„ + etc. » (tej 

etc. etc. 

wo zur AbkUi-zuog 

H= (A,Ä,1) + {Ä,A+1,1) + (A,A+2,1) + (A,A+3.1) M- etc. 
L » (ia!(A-<)) + (te) + (tr„) + (icj + etc. 
x\^ x_ — ä(*-'1 
£ ^^ X — xf*~'' 
a;' =s X — a:f*~'l 
elc. 
gesetzt worden sind. Aucb dieäe Gleichqagea haben, wie man üiehl. 
die allgemeine Form, und diu Bemerkung des vor. Acl-, dass sich ein 
zweites analoges Resultat erlangen iBsst, kann hier wiederholt, werden. 



Auch bei der Anwendunjj des zweiten Verrahrens der Abhandlung 
Itlsst sich in demselben Falle die Zerlegung der Gleichungen in zwei von 
einander unabhängige Systeme ausltlhren. Nachdem alle iVNuH gemacht 
worden sind bekommt man zuerst das folgende System von Gleichun- 
gen, die den (6t) der Abhandlung eatsprecben, 

{\,\)x + {\,'i)x + (1,3K + (1,4)ar -H etc. + (l./^il*-*: — {Ix) 

(l,2)x + (a.Sy -I- (2,3K .+ (2.4)3r" + etc. + (2.AJ*'*-" = ip^) 

(1.3>r + (2,3)x' -I- (S.SK -I- (3,4>c" + ete. -^{^y-^' = (te"j 

i\,i)x + (2,4>c' + (3.4):f" + (4.4)a:" + etc. -k (4sA)a;(*-*i = [Ix") 
etc. «tc. etc. 



dby Google 



108 IV A. Haksbn, 

H,h)x -f. (2.%' + (3.A)jr + (4,%- + etc. 

+ {A,A)a;(*-') M- {h,h+i)x, ■+■ (A,A+2)jr^ + (A,A+3}j:^ +elc.=(Za:(»- 
{A,A+1)a;(A-')-|-(AH-<.A-l-<)x,-l-(Ä+1,A+2)i,+(A+1,A+3)x^+etc.=(te} 
(A,A+2)a;lft-')+(A+1.A+2)j;,+(A+2.A+2K+{Ä+2,A+3)j;„-|-elc.=(teJ 
(A,A+3)a;(''-'J h.(A-H ,A+3}a:,-|-(A+2,A+3)ic"+(A+3,A+3)x^+etc.=(icj 
etc. etc. 

und zwischen den Coefficienten dieser Gleichuugea bestehen jetzt nach 
Art. 108 der Abhaadlung die folgenden Bediagungegleicliungen, 

(1.1) + (1.2) + (1,3) + (1,4) -¥■ etc. -I- (1,A) = 

(1.2) + (2.2) + (2,3) + (2,4) + etc. -I- (2.Ä) = 

(1.3) + (2,3) + (3,3) -I- (3,4) -|- etc. -I- (3,A) = 

(1.4) + (2,4) + (3,4) + (4.4) + etc. -I- (4.A) ^ 

etc. etc. 

(1,A) + (2.A) + (3.A) -I- (4,A) -i- etc. 
+ (A,A) -I- (A,A+1) + (A,A-|-2) -I- (A,A+3) + etc. = 

(A,A+1) + (A+1,A-|-1) -1- (A-i-1,A+2) + (A-f-1,A+3} + eic. = 
(A.A+2) + (A+1,A+2) + (A-l-2,A+2) -i- (A+2.A-I-3) + etc. = 
(A.A+3) + (A+1,A+3) H- (A+2,A-l-3) + (A-*-3,A-l-3) + etc. = 

etc. etc. 

(Ix) -I- {Ix) ■+■ [Ix") -t- {Ix"} + etc. + {Ix (*-<)) 
-I- {Ix) -I- {iij + (icj etc. = 

durch welche bewirkt wird, dass die Summe der vorstehenden Gleichun- 
gen identisch Null ist, und folglich jede derselben in den ubrigeD ent- 
halten ist. 

6. 
Die Zerlegung der Gleichungen des vor. Art. in zwei von einander 
unabhängige Systeme kann nun auf die folgende Weise bewirkt werden. 
Substituirt man zuerst 

(«'— j) + X statt af , 
{aT—x) -¥■ X — jf 
{x' — x) + X — aT 

etc. 
(a:{A-<) —x) -¥■ X statt a:!*-" 
{x^ — x) -t- X — X, 

{x^ — x) +■ a; — x^ 
(af^ — x) ■+■ X — x^ 
etc. 
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in diese Gleichungen, so geheo sie in die folgenden aber, 

(1,2}(a^— a;) -i- (1,3)(jt'— i) -i- (1.4)(ar— a:) + elc. + (1,A}(x(*-<) —x) ^{tx) 

{i,i){x'—x) ■+■ {i,3)[x"—x) ■+■ (2,4)(ir"'— ä) -f- etc. + (2,A)(ir!*-<) —x) ={lx') 

(2.3)(i'— i) -I- {Z.S){x'—x) •+■ {S,i){x"'—x) + elc. + (3,A){a:(*-') — x) ss(ir°) 

%i)i!if—x) -f- (3,4)(a!''— j:) + H,i){ar—x) + etc. + (4,A)(a;!*-<) —x) =(tc™) 

etc. etc. etc. 

(2,A){i'-a:) + (3,A)(a:"-a!) + {4.A)(jr-a;) + etc. 

+(Ä,A)(3!l*-'l -x) + (A.A+<){x,-a;) +(A,A+2}(x -x) + (A,A+3)(a:„-x)+etc. =(k(*- 

(A,A+<){a;(A-')-3;)+(A+<,A+1)(x-j:)+(Ä+i,A+2)(x-j:}+(A+i.A+3)(iF„-3;}+etc.-(tr,) 
(A,A+2)(a:(*-')-a;)+(A+4,A+2){3;-j;)+(A+2,A+2)(Ä-3:)+(A+2,A+3){a;^-«)+etc.=(teJ 
;:A,A*3){a;f»-»)-a;)+(A+1.&+3)(i-ir)+{A+2,A+3)(x-a;)+(A+3,A+3)(x„-ic)+etc.-(teJ 
etc. etc. 

von welchen immer noch jede in den übrigen enthalten ist, da ihre 
Summe wieder identisch Null ist. Aber jetzt ist die Anzahl der Gleichun- 
gen um Eins grösser wie die Anzahl der Unbekannten, und wir dürfen 
und müssen daher Eine derselben weglassen. Die Übrigen Gleichungen 
werden hierauf von einander unabhängig, und können vollständig auf- 
gelöst werden. Da die weggelassene Gleichung in den übrigen enthalten 
ist, so wird ihr durch die Auflösung dieser letzteren von selbst Gnl]ge 
geleistet. Es ist in der Tbat gleichgültig, welche Gleichung man weg- 
IHsst, aber um die allgemeine Form dieser Gleichungen zu bewahren, 
muss man die erste derselben weglassen. 

7. 
Um die Zerlegung auszuführen kann man jetzt eben so verfahren 
wie oben im Art 4. Man addire die zweite Abtheilung der Gleichungen 
des vor. Art., hierauf ergiebt sich vermöge der Bedingungsgleichungen 
des Art. 5 ohne Weiteres eine Gleichung, in welcher die Unbekannten 
x_ — iE, x^ — X. x^--x, etc. verschwunden sind. Um ferner die Unbe- 
kannte zlA-*) ^x aus der zweiten Abtheilung zu eliminiren ist weiter 
nichts Döthig wie in jeder dieser, mit Ausnahme der ersten, 

(■c^_ir<*-')) -I- {xf*-') -~x) statt x_ — X 
(a;^— a:(*-')) -I- (jcC^-O — je) — x — a: 
(a:^ — 3;(*~V) -f- {x!*-<l — x) — «,„ — X 
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zu schreiben. Die Gleichutigefi , die durah dieseä Ver[i)hFen hervor- 
gAheD, sind 

(ä,2)(»'-i) 1- (2,3)(a;'-l) + (2,t)(a;--j:) + elc. + (2,*){»(»-') -il - (fa'l 

%3){x'-x) + (3,3)(i-i) <■ (3,t)(i"-i) + elc. + (3,*)(i!»-')-3:) - (Ix) 

8,4)(»'-i) + (3.4)(i"-i) + H.i)(x'-x) + elc. + {i,h}ix"-<> -x) - (fa' 

etc. etc. 

{i,hj[x-x) + (3,»)(l'-3;) + {4,*)(ii:'-i) + etc. + B{x«<-<>x) - L' 
^k^■^Mf){x-x"•-'l)*{h^■>,k■^i)^x,-xl'->))^■^h■^^M3){x.-x«•-")^■<M■.-^k; 

(*+l,*<-2)(i-i(*-i))+(»+2,A+SIX*-il»-")*{*+*-*+ä)(».-*""")*<'"^--l''.. 
(»*l,*+31(i-i'»-'l)+(*+2,»+3)(i,-il'-'l)-f(*-i-3,*+3)(x,-i!»-'))*etc-(tr, 
etc. etc. etc. 

wo 

jr — (W) + (M+l) + (t,A+2) + (4,4+3) + elc. 
L' =: (li;l»-«l) + (ttj + (faj + (faj + etc. 
sind. Die vorsteheuden Gieichungeo bilden wieder, wie man siebt, 
zwei von einander unabhängige Systeme, und das zweite dieser ist mit 
dem im Art. 4 erhaltenen identisch, da man biei', gleich wie dort ge- 
schehen ist, allen Coefficienten als dritten Index die Zahl 1 hinzufügen 
kann. 



Eine andere Art der Zerlegung wird auf die folgende Weise be- 
wirkt. In die Gleichungen des Art. 5 substituire man durchgehends 

(l— j;f«-l)) + x(*-'l Statt X 
(l— ll»-ll) + !(«-') — X 

etc. 

(s— «(*-*)) + ic(*-*l — X 
etc. 
wetauf diese sich m die folgenden verwandeln 

(1,1)11 + (1,ä)H' •»• (1,3)«' + (»,4>i|- -1. etc. a. (Ix) 
(1.2)1. + (ä,2)u + (2,3)i.' + (2,4)«" + etc. = (W) 
(1,3)« + {2,3)o' + (3,3)«' + (3,4)ii- + etc. = (fa') 
(<,4)ii + (2,4)«" + (3,4)«' + (4,4)«- + elc. = (fa") 



db, Google 



VON DKR MbTHOI»!! DEI KLBmfiTRN Qr.AUHATR HC. t I I 

'i.h)u + (2,Ä)«' + (3,A)fi" -I- {*,A)tt" + etc. 

+ (A,A+1)u + (A.A-i-2)« -I- (A,A+3)«„ + etc. ^ {te'*-") 

:A+l.A+i)u, -I- {A-f-1,A+Ü)H, -l- (A+1.A-|-3)w^ + etc. = (b-) 
(Ä+1,A-|-2)tt, -I- (A-|-2,A+2}«, + (A+2,A+%„ + etc. = (irj 
(A-H,A+3)« + fA+2,A-|-.1)K„ + {A+3./n-;()U„ -I- etc. = {IxJ 

etc. etc. 

in welchen zur Abkürzung durcbgeheads 
« = a: — t'A-') 

etc. 
gesetzt worden ist, und da es hier die A*** Gleiclmng ist. die weg- 
gelassen werden mues, um die allgemeine Form der Gleichungen zu 
bewahren, so sind die aufzulösenden Gleichungen, 

[\,\)u -I- (1,2)«' + (1,3}u" + {\,iy -I- etc. = {Ix) 

ft,2)u + (2,2)«' + (2,3)«' + (2,4)«" + elc. = {Ix) 

{\,Z)u -¥■ (2.3)«' + (3,3)u + {3,4)«" + etc. ä ;ix") 

(1,4)« + (2.4)«' + ;3,4)»'' + (4,*)«*" + etc. = {h") 

etc. etc. etc. 

fAH-1.A+1)u, + (A+1,A+2)u„*'-|- (A+1,A+3}«^, -l- etc. = {Ix) 

fÄ-|-1,A-|-2)«, + (A-|-2,Ah-2)«„ -I- fA-|-2.A+3)u, -*- elc. = [hj 

(A-|.1,A+3)u + (A+2.A+31o, + .;A+3.A-t*3)«^ + elc. = (tr„; 

elc. etc. 

die auch in zwei von einander abgesonderte Systeme zerfallen , deren 

jedes di«^ atlgeineioe Poroi hat. Das zweite System ist wieder mit den 

zwei zunüchst vorhergehenden identisch. Es würden eich woU noch 

mehr Verfahren angeben lassen um diese Verlegung zu bewirken, allein 

ich will es bei den im Vorhergehenden erklärten bewenden lassen. 

9. 

Als Beispiel zu den vorhergehenden Ent Wickelungen soll die StatioD 

Matlwtscbken der Preuss. Landestriangulation des Jahres \ 8ö8 dienen. 

auf welcher unter anderen der hier abgehandelte Fall eintritt ^). Für die 

Bezeichnungen werde ich die wühlen , die in der Abhandlung fUr die 



*) S. Die Kttnifil. Preuss. Landesiriangulallon. Hauphlreieoke. Erster Thell, elc. 
Bflriln 1866. 
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Anwendung als die zweckinflssigsle erkanot worden sind. Es sollen 
demgemäss die eingeschnittenen Gegenstände, 
Szillen mit (1) 
Ob. Eissoln — (2) 
Wersmeoingken — (3) 
PillkalleD — (i) 
Katlenau — (5] 
SchwenÜschken — (6) 
Kucktinsberg — (7} 
und demgemSss die HulfegrOsseo nnd die Coefficienien der Gleichungen 
bezeichnet werden. Lasst man nun vorläufig die Centrirungen weg, 
welches fast immer , und hier jedeofalls zulassig ist, so steht das erste 
Stationstnfelchen wie folgt, 



r 


Vofl.Werlhe 


1« 


' 


* 


" 


(I) 
(S) 

m 
(t) 

(5) 
W 


0« 0' 0" 
31 50 40 
77 34 »5 
(19 30 30 

19« 48 4S 

SSi 4S K 


o;oo 

-S5,40 
+28,40 
- 8,03 
+ «,«9 


o;'oo 

-I5,S5 
- 4,70 

I 


o;oo 

- 7,40 

— 9,46 


OJOO 
-1-81,85 
-1-55,93 




Summen 


H- 3;'86 


-so;85 


-)6;55 


-1-77)78 




Hitl«l 


+ o;65S 


- 6;750 


- 57517 


-l-«5;9e7 



von welchen Daten in jedem Falle ausgegangen werden muss. 

10. 
Es soll nun zuerst die Ausgleichung auf dieser Station ohne An- 
wendung der Zerlegung der Gleichungen in zwei , von einander unab* 
hSngige, Systeme ausgeführt werden, und es soll hiebe! die Reihenfolge 
der Richtungen so gewählt werden wie im Art. 2 verlangt wurde. Es 
soll also die durcbgehends beobachtete Richtung allen Übrigen voran- 
geslellt werden , und das Tsfelchen des vor. Art. zeigt, dass dieses die 
Richtung (5) ist. Das zweite Stationstafelcben steht also wie folgt. 



No. 

8 
3 

4 


+ (i'Bsa 

- 3,633 
-85,987 


Ol («1 

-ores« -S6;ob8 

-f 6,760- 8,800 


(■) 
+87';74"8 
-1- 8,060 
+ 5,516 


— 1;'883 


-4;077 


(1) 
.(.SOJ'OOl 


80" 
4 

34 


10014,0 
181,3333 
I8||,3333 
728,0 


(te; 


-a7;'988 


-l-6;098 -34;'852 


-1.35;314 


-4;565 


-4;077 


.1.30;'004| s.. 


196| 


Q 


48 1 84 [ 84 1 88 


24 


84 


84 1 = 


I96| 
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Wahlen wir nun die Accente und ladices in der natürlichen Reihen- 
ge, ungeachtet dieses in der Numerirung der Richtungen nicht der Fall 
, so erhalten wir das folgende Tarelchen der {pp). 





p 


. 


r" 


P"' 


P" 


^ 


p" 


p 


13.3333 


4.0 


i.O 


5.3333 


5.3333 


8.0 


8.0 


V' 




5.3333 


5.3333 


5.3333 


i.O 


ö 





v" 






5.3333 


5.3333 


4.0 
















6.6667 


5.3333 


















6.3333 








f 












8.0 


8.0 


p" 








i 




8.0 



Die Berechnung der N und der zu den Controlen erforderlichen 
Grossen, die nach den Angaben der Abhandlungen ausziifllhreo ist. steht 
nun im Einzelnen wie folgt, wo ich der Kürze wegen die Bezeichnung 
ob Logarithmus oder Zahl weggelassen habe, da dieses ohnehin erkenn- 
bar ist. 



(pp) ■ 

(p'pl ■ 

M . 

JV . 
AT. 

r. 

H" . 

w 

SS. 

NSN. 
«■SN . 
N-SN . 
ti-SÜ. 

ti"sn. 
li'sn . 
x-sn : 



. 0.60206 
. 0.60ä06 
. 0.72700 



iPP') 



1.93H2 




0.965SC 




0.23866 = 


t.7320 


0.36350 = 


2.3094 


. 0.36350 = 


2.3094 


O.iSSli = 


3.0792 


. 0.l88ii = 


3.0792 


. 0.66453 = 


4.6t 88 


. 0.66*53 = 


4.6<38 



1.3373 9 = 21.746 8 
1.57599 = 37.666 
1.70089 = 50.221 
1.70089 = 50.221 
1.82583 = 66.962 
1.82583 = 66.962 
2.00192 = 100.443 
. . 2,00192 = 100.443 



, 0.72700 , (pp") . . . 0.72700 
. 0.23866 , ... 0.23856 

. 0.90309 ,• (pp") . . . 0.90309 
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Die Goefßcienten der aufzulösenden Gleichungen bekommen hieraur 
die folgenden Werthe. 



(t.l) 


= 37.667 , (3,3,2) = 


34.0 


(4.4,1) 


= 30.8149 


{2.ä.<) 


= 24.0 , (3,4,2) = 


+ 1.7779 


(4.6,1) 


= + 4.1483 


(8,4,1) 


= + 1 .7779, (3,6,2) = 


+ 3.1112 


(*.6.1) 


= + U.222 


(2.5,1) 


= + 3.1112. (3,6,2) = 


-1- 10.6667 


(»:7.^ 


= + 14.2SS 


(2,6.1) 


= + 10.6667, (3,7,2) = 


+ 10.6667 






(2.7,1) 


= + 10,6667 








(5.6,1) 


= 28.1483.(6,6,1) = 


37.333 


(7.7.1 


= 37.333 


(3,6,1) 


= + 14.222 .(6,7,1) = 


+ 13.333 


(") 


= 182.752 


(8,7,1) 


= -1- 14.222 









13.4318 


(5,6,2) = + 12.8392 


(6.6,2) = .32.5925 


13.4318 


(5.7,2) = + 12.8392 


(6,7,2) = + H.392Ö 


34-.8624 


(6,1,2) = — 6-.3586 


(6,i,2) = — r,7873 



Durch die vorstehenden Zahlenwerlhe sind diese Coeflioienlen conlro- 
lirt worden. Die feraere Rechnung giebt nun nach und nach 
X = + (9.86999) 
(«,1) = 162.064 
/ = — (8.86970) . iT = — (9.11272) . »' = — (9.64782) 
r = — (9.64782) .x= — (9.40498) 
(4,4,2) = 30.6832 ' 

(4,6,2) = + 3.9178 , (6,6,2) = 27.7460 
(4,6.2) = . 

(4.7.2) = . 
(4.W) = ■ 

(7,7,S) = 32.5925 

(7,i,2) = +27-.2937 , («,2) = 160.606 

,- = — (8.86970) , <r = — (9.11272) , i" = — (9.64782) 
r = - (9.64782) . / = + (0.16202) 

(4.4.3) = 30.551 5 

(4,6,3) = + 3.6873 , (6,8,3) = 27.3417 

(4,6,3) = + 12.6416 , (6,6,3) = +11.4564, (6,6,3)= 27.8517 

(4,7,3) = + 12.6416 , (6,7,3) = +11.4604, (0,7,.1)= + 3.8617 

(4,/,3) = + 37".4441 , (6,«,3) = — 0".8375 . (0,(,3) = + 8-.7027 

(7,7.3) = 27.8617 

(7,1,3) = 4r.7837 .7/.3i = 109.894 
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IT = — (9.08167) , t" = — (9.6)677) . f" = — (9.61677) 
X = — (0.08836) 

(6,5,4) = 26.8967 

(8,6,4) = + 9.9306 , (6,6,4) = «2.6208 

(6,7,4) = + 9.9306 , (6,7,4) = — 1.3792 , (7,7,4) = 22.0208 

(5,;,4) = — 6".3667 , (6,(,4) = — 6".7909 , (7,(,4) = +27-,2901 

(«,4) = 64.003 

,' = — (9.66727) , ( = — (9.86727) . i = + (9,29920) 



(6,6,5) = 18.9644 




(6,7,6) = — 5.0456 , 


(7,7,5) = 18.9644 


(B,(.5) = — 4".8132 , 


(7,1,5) = + 29".2678 , (H,5) = 62.930 


£" = + (9.42520) , X 


' = + (9.4047.3) 


(7,7,6) = 17.6111 




(7,(,6) = H- 2T.9866 


, («,6) = 61.714 


/■= — (0.20116) 




(«,7) = 17.240 




Ferner 




(r=— (8.86970), (?"= 


-(9.08167), |9'=-(9..56730), (?=— (9.66980) 


/■=— (8.86970), /'=- 


-(9.08167), /=— (9.66730), )■"=— (9.66980) 


f=- 


-(9.08167). d' = — (9,66730). J"=-(9.669S0) 




/=— (9.56727), ("=—(9.66980) 




£"=+(9.42520) 


und hiemit 






«,(1) = — 0".462 




re(2) = - 2.168 




»(3) = + 0.600 




»(4) = — 0.848 




«,(5) = — 0.741 




«,(6) =. + 0.169 




1.(7) = + 1.689 



Diese müssen nun vor Allem der oft crwUhnlen Bedingiingsgleicliung 
gnllgen, die Producle die diese gieM sind 
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*..«(5) = — r.iSi 

JV.ii)(1) = - i.067 

flr'.«>(2) = — 5.007 

«■.«.(3) = + (.849 

iV".«.(4)= — 2,6)2 

iV'.iii(6) = + 0.78) 

N".w(1) = + 7.340 
Sa. = 0.000 
wie es sein muss. Es müssen nun nicht nur die vorstehenden Werihe 
der )r(r) den im vor. Art. angenommenen, vorlEiuligen Wertlien der 
Richtungen hinzugetUgt, sondeiii es müssen auch die Gentnningen be- 
rilclisichtigt werden. Diese findet man in dem oben angezogenen Werke 
Seite 36. und ftlgt man, der leichteren Vergieichung wegen, jeder der- 
selben 0".462 hinzu, so ergiebt sich die folgende Zusammenstellung. 



r 


Vorl. Werthe 


Canlr. 


»(rt 


AOBgc-gl. Riebt. 


0) 


0» 0' 0" 


-t- »■.■828 


-o;'46S 


0» 0' 8:'360 


(«1 


31 50 10 


-*- 6.867 


-2.168 


31 50 14.699 


(31 


77 3» 45 


+ 3.840 


+0.600 


77 34 49.440 


(»1 


119 13 30 


— 3.943 


-0.848 


119 13 25.209 


(5| 


)61 13 45 


-14.276 


-0.741 


161 13 29.983 


(6| 


191 48 46 


- 7.681 


+0.169 


191 48 37.488 


(') 


254 45 55 


— ).5!12 


+1.589 


254 45 55.057 



die mit deD Resultaten des angezogenen Werks ubereiDStimnien. 



Es soll jetzt unser Beispiel mit Anwendung der im Art. 3 erklSrien 
Zerlegung der Gleichungen in zwei von einandei- unabhängige Systeme 
ausgeführt werden. Um möglichste Verschiedenheit in der Bebandlang 
herbeizuführen sollen den Richtungen (6) und (7) die zweite und dritte 
Stelle io der Reihenfolge gegeben werden. Das zweite Stationstafelchen 
steht daher jetzt wie folgt. 



No. 


(5) («) 


(') 
+30^004 


-0:'652 
+6,750 


-26;'ÖÖ2 
- 8.800 


(•) 




p 1 p.:P 

100|t.0 
I2i1.:t333 
12:i.333J 

78 8.0 


t 
2 
3 
4 


+ r.'638 — 

- 3.633 — 
-25.927-4:077 


+27:'748 
+ 2.050 
+ 5.516 


-2';682| 20 

- ! 4 
-1.883| 4 

— |«4 


(te)|-27;'92»|-4:-0-7 


+3o:'ao4 +i>;'o!i8 


— 34'.'8'5"2 
21 


+35'.'3)4 

28"" 


—4.5651 Sa. 


196] 


Q 


48 1 «t 


S4 


24 


24 : >■ 


196 
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und die {pp) erballen hierauf die folgenden Werthe. 





, .■ 


p" 


p. ■ 


P- 


P'" 


P.K 




13.3333 8.0 


8.0 


i.O 


4.0 


5.3333 


5.3333 


v' 


8.0 


8.0 














f 




8.0 




















S.33.33 


5.3333 


5.3333 


4.0 










5.3333 


5.3333 


4.0 












6.6667 


5.3333 


P.r 


1 










5.3333 



Hs wird QUO zuerst 

iV' = . ^" = 
und Für die Bestimmung der Übrigen iV einlebt sich die folgende Rechnung 



(pp,) ■ 


. 0.60ä06 


(PPJ ■ 


. 0.72700 = {ppj 


(pp.) ■ 


. 0.60206 


i¥ . 


. 0.23866 


(?#.) ■ 


. 0.72700 
1.93112 






u . 


. 0.96666 






N . 


. 0.23866 = 


1.7320 




ff. ■ 


. 0.36350 = 


2.3094 




K . 


. 0.36380 = 


2.3094 




N . 


. 0.48844 = 


3.0792 




iV, . 


. 0.488*4 = 


3.0792 




iW. 


. 1.09728 = 


12.5092 




iVi-JV. 


. 1.33679 = 


21.667 




iV.iW . 


. 1.46073 = 


28.889 




NiN. 


. 1.46073 = 


28.889 




N,2N . 


. 1.58667 = 


38.518 




A- iff . 


. 1.58567 = 


38.618 





Die Coefficienten des ersten Syslems von Gleichungen folgen hieraus 

(1.1) = 37.667 

(1.2) = — 8.0 , (2,2) = 16.0 

(1.3) = — 8.0 , (2,3) = — 8.0 , (3,3) = 16.0 
und die des zweiten Systems 

(4,4,3)-24.0 

(4,5,3). ,(6,5,3)=24.0 

(4,6,3)-+1.7779,(6,6,3)-+1.7779,(6,6,3).30.8149 

(4,7,3). +3.1 1 1 2, (5,7,3).+3.1 1 1 2 , (6,7,3). +4.1 483 , {7,7,3)-28.1 483 

ausserdem wie vorher {U} ss 182.752 
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die durch die voiiiergüheadun i^ahlenweiihe coDlrolirt worden 
sind. 

Es ist sehr dienlich bei der Auflösung dieser Gleichungen beide 
Systeme als Ein System zu betrachten, in welchem sich das zweite 
unmittelbar an das erste knUpft, und dem gemäss alle Bezeichnungeü 
zu wählen. Aus diesem Grunde sind im zweiten System fllr die Bezeich- 
nungen der Coefficienlen (t,4,3) , (4,8,3) , etc. stall (t,i) , (4,5), etc. 
. eingeführt worden. Die Autlösung kann nun durchaus Dach den allge- 
meinen Formeln fUr Ein System ausgeführt werden , und giebt nach . 
und nach die folgenden Zahlenwerthe 

„■ = + (9.32713) ,(? = -!- (9.32713) ,x=+ (9.86999) 
(2,2,1) = 14.3009 

(2.3.1) = — 9.6001 , (3,3,1) = 14 3009 

(2,(,1) = — 10-.0074 , (3,4,1) = -I- 24-.07.36 , («,1) = 162.053 
f = + (9.83137) , r = + (9.84498) 

(3.3.2) = 7.7226 

(3,i,2) = — 17-.2864 , (H,2) = 155.060 

C" = #■ = etc. = , / = — (0.34994) 

<*'*'^)'(t'f)''='"j wie oben. («.3) =116.355 
(.5,5,3) , etc. ) 

r = « , e' = — (8.86970) . f" = - (9.1 1272) , «" = — (9.40498) 

(3.5.4) = 24.0 
(5,6,4)=-l-1.7779,(6.6,4)=30.6832 

(5,7,4)= -1-3.1 112,(6,7,*)= -1-3.9178,(7,7, 4)=27.7480 
(8,i,4)=— 34".862,(6,i,4)=-H34-.8623,(7,(,4)=1U.806,(«,4)=114.806 
i = — (8.86970) . e = — (9.11272) .% = + (0.16202) 

(6.6.5) = 30.8515 

(6.7.5) = -1- 3.6873 , (7.7,8) == 27.3417 

(6,i,5) = -1- 37'.4441 , (7,J,5) = — 0'.8375 , («,S) = 64.195 
f = — (9.08168) , /' = - (0.08838) 

(7.7.6) = 26.8967 

(7.(,6) = — 5".3867 , («,6) = 18.304 

x" = ■*■ (9.29920) 
(«,7) = 17.237 (mOghchst nahe wie oben.) 
Für die Berechnung der übrigen Grössen ziehe ich vor die betreffendes 
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Formelo ohne AbkUi'ZuogeD vollständig herzusetzen, da bei gegeawarti- 
gem Verfahren die Grössen , die Null werden , in verschiedenen Fallen 
verschiedene Stellen einnehmen. Um die Forlsetzung möglichst zu er- 
leichtern, sollen diese Formeln fUr sieben Unbekannle angesetzt werden. 
Sie sind 

«" = ^ + /«' 



(t' = 


(i" 




/ = 




r 



a* ^ {( •¥■ fCft + ^a -4- ^'d" 

r = IT 



- 6 n • 

■ e'Y ■ 



= t + e« + i 



■ ."(f 



r = 
if = 



+ .X 



s" = 



h Ca + fa + S'o" + {""' 

- r/f + r/9- + {'/»" + i'? 
s- + r?' + r/ + ry 

r 



- '«(I) = 1-1- x'"' 
_ t»(2) = «• 

- »(3) = 

- »(4) = 

- ,.{8) = 

- »(6) = 

- »m = 



+ «T + it' 



- 1 
■ X 

- t'ii 
x" 



r xr ■ 



+ t"'r 



h xr 

X 



sie kurzen sich in jedem Falle nach der Zerlegung der Gleichungen in 
zwei Systeme bedeulend ab. In unserem Beispiel sind , wie man ge- 
sehen hat, die folgenden Grossen Null, 
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r . «■ . .' . i 
7- . r . .- , r 
*" , 

und alle Glieder der vorsteheaden Formelo. in welchen eine dieser Grössen 
vorkommt, fallen daher auch weg, und ahnlich wird es sich in allen 
Fällen verhalten. Die folgenden Zahlenwerthe sind daher durch eine 
sehr kurze Rechnung erhalten worden. 

«' = + (9.3*713) , «■ = + (9.56(99) 
/f = + (9.83)37) 

if = — (8.86970) , i" = — (9.08)68) 
«' = — (8.86970) , «" = — (9.08)68) 
f"= — (9.08)68) 
Bei der Berechnung der Wertbe der wi^) , die hieraus folgen , ist die 
Reihenfolge der Richtungen, die oben angenommen wurde, zu belichten. 
In den vorstehenden Ausdrücken der tii(r) sind daher 

»(6) , »(6) , »(7) , ti.()) . »(ä) , i»(3) , »(i) 
bez. stau »i()) , «.(2) , »(3) , »(t) , »(S) , »(6) , »(7) 
anzunehmen. Hau erhall 

«)()) = + OM 87 
ic(2)= — ).5)9 
»(S) = + «.250 
»(i) = — 0.)99 
«)(5) = — 0.092 
»(6) = + 0.8)8 
«.(7) = + 2.238 
die vor Allem der oft erwähnten Bedingungsgleicbung gnügen müssen. 
Diese giebt 

JV .tc(5) = — 0'.)59 
W . «.(6) = 
JV- . k(7) = 
ff, . 10(1) = H- 0.133 
JV . »(ä) = — 3.508 
S_ . «.(3) = + 3.847 
JV^ . »(*) = — 0,6)3 
Sa. = 0.000 
wie es sein muss. Die Wertbe der w(6) und U'(7) entziehen sich dieser 
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Prüfung nicht {janz, denn sie tragen mit düzu bei um die übrigen zu be- 
rechnen. Die Unterschiede der w(r) müssen ferner mit denen , die das 
Verrabren des vor. Art. gegeben hat, Übereinstimmen, und die Ver- 
gleichong zeigt, dass dieses in der That der Fall ist. 



i2. 

Bei der Anwendung des im Art. i entwickelten Verfahrens werde 
ich die Reihenfolge der Richtungen so wählen wie das folgende Titfel- 
cheo zeigt. 



No. 
1 

s 

3 
i 


(0 

—07652 
+6.750 


t») 


()) 


(*) 


(B) 


(•} 


l'l 


r 


P 


,«.P 


-267058 
— 8.800 


+277748 
+ 2.050 
+ 5.516 


-27682 
-1.883 


+ (7638 

- 3.633 
-25.987 


— 47077 


+307004 


20 
4 
4 

24 


(00 
18 

(2 

72 


4.0 

4.3333 
1.3333 
8.0 


[Ix] +6:098 


—347852 


+357341 


-47565 


-277922 


-4'.'077 


+30.004 


Sa. 


(96 




Q 84 


24 


28 


84 


48 


24 


2. 


- (96 





Das T&felchen der (pp) steht in Folge dessen so. 





p 


f 


^ 


r 


P" 


P. 


"d 


p 


8.3333 


6.3333 


5.3333 


4.0 


4.0 












6.3333 


5.3333 


4.0 


4.0 







p- 






6.6667 


5.3333 


5.3333 







p" 








5.3333 


5.3333 







p" 










13.3333 


8.0 


8.0 


p. 












8.0 


8.0 


p„ 




. 










8.0 



und hieraus bekommt man, in Folge der Bestimmungen des Art. 4, zuerst 

iV 5= 2..1095 , iV = 2.3095 , iV = 2.3095 

jrs= 1.7320 , ir= 1.7320 . AT = , ^"'=0 

und wenn man vorläufig auf die Zerlegung des Systems keine Rück- 
sicht nimmt, 
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(i.<) = 


24.0 








{*.t) = 


+ «'MS 








(a,2.<)- 


24.0 








(2.3.1) = 





. (3,3,2) = 26.6667 






(2.*.)) = 





, (.3,4.2)= — (.3333 , 


(4,4,1) = 


21.6667 


(2.5.1) = 





, (3,8,2)= — 1.3333, 


(4.5,)) = 


- 2.3333 


(2,6.1) = 





, (3,6.2)= 


(4.6,)) = 





(2,7.)) = 





, (3,7,2)= 


(4,7,)) = 






(2,(,)) = — 34'.852 , (3,i,2) = +35".3)4 , (4,(,1) = — 4'.563 

(5,6.))= 37.6667 
(5.6.))=— 8.0 , (6,6,1)= 16.0 
(5,7,1)=— 8.0 , (6,7,1)=- 8.0. (7,7,1)= 16.0 
(6,i.))=-27".022, (6,i,))=— 4".077. (7,i,)) =+30'.004, («)=182.7ää 
oder (fj) wie oben. Hier ist es blos Zu&ll, dass (2,4,1) und (2,5.1) Null 
werden, welcties in andereo specietlen Fallen nicht stau Boden winl. 
Zeriegt man nun dieses System von Gleichungen nach dem Verfahren 
des Art. 4, so bleiben die Werthe der Coetficienten der vier ersten Glei- 
chungen unverändert wie oben, aber nir die lUnlle Gleichung tritt 
U = (5,5,)) + (8,6,1) + (6,7,)) = 21.6667 statt (5,5,1) 
und 

= (5,(,1) + (6,i,)) + (7,M) = — r.995 stall (5,i,1) 
ein, womit die CoefBcienten des ersten Systems von Gleichungen voll- 
standig gegeben sind. Für die des zweiten Systems bekommt man, 
wenn man in Betreff der Bezeicbniingen die bez. Bemerkung des vor. 
Art. benutzt, 

(6,6.5)= 16.0 

(6,7,5)= — 8.0 , (7,7,5)= 16.0 
{6,(,6) = — 4'.077 , (7,J,ö) = + 30'.004 
wahrend der Werlh von (W) durch die Zerlegung nicht berührt wird. 
Die Auflösung giebt nun nach und nach 
X = — (9.40498) 
(H,1) = 181.203 

/ = , #■ = , / = -I- (0.) 6202) 
(4,4.2) = (4.4,)) 

(4,5,2) = (4,5.1) , (5,5,2) = (5,6,)) 
(4,1,2) = (4,/,)) , (5,i,2) = (5,/.)) , («,2) = ) 30.692 
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/' = + (8.69S97) , 4" = + (8.69897) , / sc - (0.)äi98) 
(4,4,3)= 31.6 

(4.5.3) = — 2.4 , (5,5,3) = 21.6 

(4,i,3) = — 2'.7993 , (8,i,3) = — 0'.2293 , («,3) = 83.826 
r = + (9.04576) , / = + (9.1(260) 

(6.5.4) = S).3»33 

(6,i,4) = — «".5403 , (tt,4) = 83.463 
6' = S' = . «" = + (8.40357) 

(«,5) = 83.449 
f" = + (9.69897) . /■ = + (9.40622) 
(7,7,6)= 12.0 

(7,i,6) = + 2T.9665 , («.6) = 82,410 
x" = — (0.36744) 
(«.7) = 17.238 (wie oben) 
Hieraus ferner nach den AusdrtlclieD der Abhandlung 
f=0.f= + (8.7*476) 



«,(!) = 


+ 0'.254 


»(2) = 


— 1.452 


.1.(3) = 


H- 1,316 


»(4) = 


— 0.133 


,.(8) = 


— 0.026 



a,{6) — ic(5) =s + 0.910 

,b\i) — ,„(5) s + 2.330 
die auch den oR ervvähn^en Bediqgunga^leichuDgen gnU^cn. Die l)eiden 
letzIeD Werlbe entziehen sich aber dieser Conlrole. weil N und N Null 
sind. Man liekoipn^t, wenn man a)(5) ($|ircb Addition seines Wertbes 
— 0".025 eliminirt 

w(6) = + 0'.885 
ii;(7) :s ■+■ 2.305 
und die Unterschiede aller dieser Werihe stimmen mit den bezüglichen 
Resuttalen der beiden nachstvorbei-gehenden Artikel Uberein. 

13. 
Wenden wir jetzt das Verfahren des Art. 6 auf unser Beispiä an, 
so sind alle iVNull zu machen, und in dieser Annahme zuerst dte Coefü- 
cienten der Gleichungen mit Weglassung der der ersten Gleichung zu 
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berechnen, und dabei keine Rücksicht auf die Zerlegung zu nehmen. 
Benutzt man da/ii das Tsrelchen der (pp) des vor. Art., so sind diese 
Coefficienten 
(«,«,«)= «8.6667 

(ä,3,)) = — 6.3333 , (3,3,1)= 21.3333 

(ä,l,1) = — 4.0 , (3,t,)) = — 5.3333 , (4,»,)) = (8.6667 
(2,5,1) = — t.O , (3.5,1) = — 6.3333 , (t.5,1) = — 5.3333 
(J,6,1) = . (3,6,1) = , (4,6,1) = 

(2,7,1) = , (3,7,1) = , (4,7,1) = 

(2,/,1) = — 34'.882 , (3,1,1) = +36".3U, (4,1,1) = — 4'.568 
(5,5,1)- 34.6667 
(6,6,1)— 8.0 , (6,6,1). 16.0 
(5,7,1)=- 8.0 , (6,7,1)— 8.0 , (7,7.1). 16.0 
(6,1,1) — 27'.922, (6,i,1) — 4'.077, (7,(,1).+30'.004, («,1)-1 82.752 
Die Coefficienten der Gleichung mit dem Index 6 werden nun eben 
so erhalten wie im vor. Art. und es sind folglich die Coefficienten der 
ersten vier Gleichaogen mit den' vorstehenden bis auf die Ausnahme 
identisch, dass 

//oder (5,5,1) = 18.667 
L oder (5,1,1) = — 1'.996 
werden, und damit das erste System abschliesst. Die Coefficienten des 
zweiten Systems sind hier dieselben wie im vor. Art. nemlich 
(6,6,5)= 16.0 

(6,7,6) = — 8.0 . (7,7,6) = 16.0 
(6,(,5) = — 4'.077, (7,i.5) = + 30'.004 
Die Auflösung giebt hienach 

fr = + (9.45594) , / = + (9.33100) 
(T = + (9.33100) , / = + (0.271 17) 
(3,3,2)= 19.8094 

(3,4,2)=— 6.4762, (4,4,2)= 17.8095 
(3,5,2)=— 6.4762,(4,5,2)=— 6.1905, (5,5,2)= 17.8096 
(3,i.2) =+25'.3560, (4.(,2) =— 12'.0335, (5.i,l) =—9.4635. ((1,2)=) 17.679 
,- = + (9.51448) , ff = + (9.51446) , / = — (0.10721) 
(4,4,.3) = 15.6923 

(4.6,.1) = — 8.3077 , (5,5,3) = 15.6923 
(4.i,3) = — 3*.7439 , (5,1,3) = — r.l739 , («,3) = 85.223 
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r = + 


(9.7ä380) 


. / = + 


(ä,5.4) = 


H.ä94i 






(UM) = 


— 3'.1 660 , 


(«.*) = 8t.330 






/= + 


(9.44630) 






{«,5) = 


83.448 




£" = + 


(9.69897) 


. /' = + 


(7,7,C) = 


12.0 






(7,1,6) = 


+ S1T.9656 


. («,6} = 1 


82.409 
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: + (0.37765) 



(9.40622) 



/" = _ (0.36744) 

(W,7) = n.237 (wie oben) 

Ferner nach den Ausdrucken der Abhandlung 

<r = + (9.48813) , ^' = -#- (9.67265) . f — + (9.69897) 
und hiemit 

itp(2) — iB(i) = — r.706 
w{Z) — w(1) = + 1.062 
w(4) — tp(1) Ä — 0.387 
ft'(5) — w{^) = — 0.279 
w(6) — w(5)= + 0.910 
«'(7) — w(5) « + 2.330 

Die im Vorhergehenden zur Prüfung dieser lündwerttie angewandte 
Beding» ngsgleichung ist hier nicht anwendbar, da sie identisch erfüllt 
wird. Die Vergleictiung mit den im Vorhergehenden erhaltenen Werthen 
zeigt die Uebereinstinimung. 

14. 

Da das Verfahren des vor.' Art. mit demjenigen übereinstimmt. 
welches in dem mehrmals genannten Werke Über die Preuss. Landes- 
triangulation angewandt worden ist , und dort nach Bessel die an sich 
überllUssige unbestimmte Elimination der Gleichungen ausgeführt worden 
ist, so halte ich es (Ur nicht überflüssig zu zeigen, dass die Coeflicienten 
dieser Elimination dort auch riclilig berechnet worden sind. Bezeichnet 
man diese CoefGcienlen mit [2,2]. [2,3], etc., so .<;rnd sie im gei>enwür- 
ligen Falle «lurcli die folgenden Ausdrucke gegeben. 
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[2.2] = 


« 
(«.*.«) 


+ ,w) + 








[2.3] = 






(t.'.i) ^ 






[2.t] = 








IS.5.*] 




im = 








(S.a.t) 




[2.6] = 


[2.7] 


= 








[3.3] = 


(«.»,*) 


+ 1M,.| + 








[3,t] = 






(6,S,*) 






[S.äJ = 






^ 






[3.6] = 


[3.7] = 


= 








[*.*) = 


4 










[♦.6] = 












[4.6] = 


[4.7] = 


= 








[5.5] = 


(S.S.*) 










[.5,6] = 


[5,7] ± 


= » 








[6.6] = 


(«,«.»> 


('.'.91 








[6.1] = 












['.'] = 


('.*.•! 










We SobstilHfion der oumerisch«n Werlhe des vor. Art. JD diese 


Anedi 


DCliegilb 










[2,S) 


= 0.08333 










[2.3) 


= 0.04(67 


[3,3] 


= 0.07943 






[ä,t] 


= 0.04167 


[3,4] 


= 0.044S7 


, [*,*] = 


0.08864 


[2.6] 


= 0.04167 


[3,.^1 


= 0.0(427 


[4,6] = 


0.04688 


[5.5] 


a 0.08854 


[6.6] 


== O.OS333 










[«.') 


= 0.04)67 


[7.7} = 


08333 



(üe auch mit den Angaben des angezogenen Werks Dbereinf^timmen. 

15. 

Wenden wir endlich auch das Verrahren des Art. 7 auf unser Bei- 
spiel an, .so ist wieder das Tufelchen der {pp) des Art. IS zu bcnulzen, 
und OS sind liiolioi wieder alle N Null zu maclicn, aber die funne Glei- 
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chang wegzulassen. Die CoefBcJenten des ersten Systems der (liemil 
schon in zwei Systeme zerlegten Gleichungen sind nun die folgenden, 
(1.4) = 18.6667 

(1.2) = — 5.3.133 , (2,8) = 18.6667 

(1.3) = — B..1333 , (2.3) = — 5.3333 . (3,.3) = 21..3333 

(1.4) = — 4.0 , (2,4) = — 4.0 ,(.S,4)=— 8.3333 
(1,() = +6'.098 , {i.tj = — 34',852 , (3,1) = +3.5'.3U 
(4,4)= 18.6667 

(4,1) = _4".,')65 , (K) = 182.752 

und die Coefficienten des zweiten Systems sind dieselben, wie im Art. 

1 3, weshalb ich sie nicht wiederholen werde. Die Aull'isung giebl jetzt 

o' = + (9.4S594) , /T = + (9.46594) 

;•■ = + (9..33100) , X = — (9.61413) 

(2,2,1)= 17.1428 

(2,3,1)=— 6.8572,(3,3.1)= 19.8094 
(2,4,1)=— 5.1429,(3,4,1)=— 6.4762,(4,4,1)= 17.8095 
(2,J,1) =— .33M097, (3,i,1) =+37'.0563, (4,(.1) =— 3".25S3, («,1)=1S0.7C 
f = + (9.60806) , / = + (9.47713) , «* = + (0.28688) 
(3,3.2) = 17.0667 
(3,4.2) = — 8.5334 , (4,4,2) = 16.2666 

(3.1.2) = -|.2.3".8124 , (4,i,2) = — 13M9I6 , («,2) = 116.810 

f = -t- (9.69897) , j- = — (0.14464) 

(4.4.3) = 12.0000 

(4,i,3) = -r.2855 , («,3) = 83.586 

x" = + (9.02989) 
(H,4) = (U,5) = 83.448 

Da dieser Werth von {U,5) mit dem im Art. 13 gefundenen Kberein- 
stimml, so muss der hier sich fUr {11,1) ergebende auch mit jenem ttber- 



Die Ausdrücke der Abhandlung geben ferner 
«■ = + (9.60206) , «" = + (9.69897) , /T = + (9.69897) 
und hiemit 

»(1) —»(6) = -»-0'.270 
«■(2) — w(5) = — 1.427 
»(3) — ir(.'>) = + 1.342 
11.(4) — ».(.'S) = — 0.107 
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während «»(6) — «f{5) und w(7) — aj(5) eben so bleiben wie im vorvor. 
Art. Die Anwendung der Bedingungsgleichung findet hier wieder nicht 
statt, weil sie wieder identisch wird. Durch die Subtraction des ersten 
der vorstehenden Ausdrucke von allen übrigen bekommt man 

ir(ä) — w{1) « — 1".706 

w(3) ~~w{i)^ -h 1.063 

w(4) — ip(i) = — 0.38fi 

w(5) — w(1) Ä — 0.279 
die mit den im Vorbeigehenden gefundenen Werthen übereinstimmen. 



Im Vorhergehenden ist zur GnUge gezeigt worden, dass die Zerle- 
gung der Statinnsgleichungeo in zwei Sysleme, wo dioses an sich mög- 
lich ist, in den Resultaten der Ausgleichungen auf den Slationen durchaus 
keine Vei'schiedenheiten in den ausgeglichenen Werthen der Winkel hei- 
vorbringt. Aber nicht blos in diesem ersten Tlieil der .Auflösung werden 
die Resultate identisch , sondern dasselbe findet auch im zweiten Tbeile 
derselben statt, so dass man überhaupt identische. Endresultate erhall, 
man mag die Zerlegung angewandt haben oder nicht. Jeder, der sich 
die Muhe giebt, die Theorie dieser Aufgabe etwas mehr wie oberfläch- 
lich zu betrachten, wird sich leicht überzeugen könneo , dass dieses in 
der That statt finden muss. Ich könnte daher diesen Aukatz hier schlies- 
sen, um aber diese Sache möglichst klar zu machen, will ich dasselbe 
Beispiel mit allen fünf verschiedenen Verfahrungsarten , die im Vorher- 
gehenden enthalten sind, so weit fortsetzen, wie die Betrachtung einer 
einzigen Station erlaubt ; ich werde mich hrebei indess nur der Loga- 
rithmen von vier Decimaten bedienen , da man in der Regel damit aus- 
reicht. 

Gebt man die in dem oft genannten Werke angegebenen Bedin- 
gungsgleichungen des Dreiecksnetzes durch, zu welchem die hier be- 
handelte Station gehört , so findet man dass diese letztere nur in den- 
jenigen dei-selben vorkommt,, die mit den Zahlen IX, X, XII, XIV, XV, 
XVI, XVIl, XVIIl, XIX, XX, XXII bezeichnet sind. Zieht man diese 
aus, und ergänzt die erste Richtung, deren Verbesserung dem Bessel- 
schen Verfahren zufolge weggelassen worden ist. so erhalt man das 
folgende Titfelchön der Differentialquotienten, bei welchen es Überflüssig 
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War eine StatioQSDummer aDzufUhreo, da es sich hier nur um Eine Sta- 
tion bandelt. 
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8(f-.M) 


loe9(r,X) 


)0g5(f-,J//) 


älr.XIC) 


logjIr.Xn 


j(r,iT/) 
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— 4 


O.S07ln 


_ 


_ 


_ 
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-1- ( 


0.4839 


9.6930n 
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O.SiSin 


— ( 


0.888* 


— ( 




9.7080 


7 


- 


- 




+ 1 




9.7080n 



17. 
Wendet man nun zuerst das »llgemeine Verfahren ohne Zerlegung 
der Gleichungen an, nach welchem im Art. 10 die Ausgleichung auf der 
Station ausgeführt wurde, so sind die in Betracht kommenden Hulfs- 
grössen die folgenden, 

^= _{8.8697), ^= —(9.0817), /S'= —(9.5673), f= —(9.6698) 

/ = —(8.8697). f = -(9.0817), / = —(9,5673). y" = —(9.6698) 

d"^«:— (9.0817), if = —(9.5673), d"=— (9.6698) 

/ = —(9.5673), e" = —(9.6698) 

^'=+(9.4252) 

(1.1) = (1.5760) , (5,5.4) s= (1.4297) 

(2.2.1) ^ (1.3802) , (6,6,5) ^ (1.2777) 

(3.3.2) ^ (1.3802) . (7,7,6) = (1.2460) 

(4.4.3) SS (1.4850) 

und es ist hiebei zu beachten, dass hier die Reihenfolge der Richtungen 
(5). (1), (2), (3). (4). (6), (7) ist. Man kann immerhin demungeachtet das 
Tafelchen der »j des vor. Art. so wie es aufgestellt worden ist, anwen- 
den, wenn man nur die vorbenannte Reihenfolge beachtet, allein um Irr- 
tbamern möglichst vorzubeugen, verfährt man sicherer, wenn man die- 
ses Tafelchen nach der geänderten Reihenfolge umschreibt. Es steht 
daher fllr die jetzige Anwendung wie folgt. 

Abbiidl. d. K. S. GcHllKb. d. WincBieh. XIV. <:! 
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Die Alisdrucke der Abhandlung, fiti- welche die rechter Band an- 
gfiselzten Indices zu Iwnulzen sind, gehen nun die folgenden Werthe 
der HuirsgrOssen, 
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Man kann die Richtigkeit dieser Werthe der /'Functionen durch das 
Corollarinm zu dem im Suppl. 3 bewiesenen Satze prüfen. Wir erhalten 
hier z. B. 

JV./t5,X;V)=+0.0*60 
JV./;i.J)=— 0.U88, Ä'./|l,X//)=+0.0003 flr./;i,X/V)=— 0.0*69 

jr./[2,x)=+o.26«8, fr.f[i,x^r)=—oM^f iv./i;2,x/v)=— o.u.m 
ir./(3,x)=— 0.0 30, jr./(3,m)=+o.)i73 a"./;3,j;v)=— o.osis 

Sa. =0Ä0ÖÖ, ir./[l,Xii)=— 0£706 iV./(4,X/y)=— 0.0*65 

Sa. = -0.0001 lf.f{6,XIV)=+0.lii6 

Ä"./t7,X/V)=+0.12S!6 

Sa.=+0.0001 

u. s. w. 

48. 

Aus den vorstehenden Zahlenwerthen ergiebt sich der Beitrag, den 

die in Bede stehende Station zu den Coefficienten der Endgleichungen 

liefert. Ich habe diesen in der folgenden Tafel zusammengestellt, und 

dabei zugleich die einzelnen Theile, aus welchen er besteht, hinzugefügt. 
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Weiter kann man iu der Belracblung einer eiozelnen Station nicht 
gehen, aber das Vorsiebende reicht aus, um ihre volle Einwirkung auf 
die ganze Berechnung des beti-effenden Dreiecksnelzes zu erkenueo, und 
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mit den Resullalen der übrigen hier erklärten Verfahrungsarten verglei- 
chen zu können. 



19, 
Indem wir nun zur Fortsetzung der Rechnungen UbergeheD, die 
sieb an das im Art. 11 angewandte Verfübreo der Zerlegung der Sla- 
lionsgleichungen anknüpfen, haben wir zuerst zu erwägen, dass dort die 
Reihenfolge der Richtungen eine andere ist, wie im Vorhergehenden. 
Dieser Umstand muss wieder bei der Benutzung des Tafelcbens filr die 
Oifferentialquolienlen der Bedingungsgleichungeo berücksichtigt werden, 
und sletlt man dieses demgemäss um, so erhült man das folgende. 
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Diu Werihe der jetzt in Betracht kommendea Hulfsgrössen sind zu- 
folge des Art. 1 1 . 
«'=+(9.387)), <<"=+{9.56ä0). «"=0, «"=0, o'=0 , «"=0 

^=+(9.83U). ^=0, ^'=0, (»'=0 ,f=0 

/=0, )>"=0, /=0 ,r"=0 

r=0, (r=— (8.8697), i)"=— (9.0817) 
«'=—(8.8697), e"=— (9.0817) 
{"=—(9.0817) 
(),)) = ((.8760) , (5,5,4) = (1.380S) 

(2.2.1) = (<.)55*) , (6,6,5) = (1.4850) 

(3.3.2) = (0.8878) , (7,7,6) = (1.4297) 

(4.4.3) = (1.3802) 
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Da beim gegeowäiLigen Verjähren in verschiedenen Fallen ver- 
schiedene HulfsgrOsseo Null werden können, so will ich die Formeln, 
nach weichen die Rechnungen ausziiruhren sind, ohne jede Abkürzung 
fUr sieben Richtungen aufslellen, gleichwie dieses im Art. 11 fllr die dorl 
in Betracht kommenden Grössen geschehen ist. 
,(!,/)= 9(1,7) 
,(2,J)= «.,()./)+ ,(ä,/) 
,(3,/)=„-.,(1,/)+^.,(2,;)+ ,(3,7) 
,(4,7)=«-.,(1,7)+/?-.9(ä,7)+r.«(3.7)+ 9(4.7) 
,,(6,7)=o".j(< ,7)+,«-.9(2,7)+/.9(3,7)+r.,(4,7)+ ,(S,/) 
,(6.7)= «'.,() .7)+,«'.,(ä,7)+ /.,(3,7)+ J'.9(4,7)+ .',,(6,7)+ ,(6.7) 
,,(7,7j=»".9((,7)+,S".j(2,7)+,".9(3,7)+d^'.9(4,7)+/'.9(6,7)+ä".9(6,7) +5(7,7) 
0(1.7) = fi-. 0(4,7) = -jf 'ly, 0(3,7) = .JM^, e,c. 
/( 1 ,7)= 0(( ,7)+o'.0(2,7)+«-.0(3,7) +«'-.0(4,7)+«".0(6,7)+o".0(6,7)+«".0(7,y) 
/;2.7)= 0(2,7)+^.0(3,7)+^.0(4,7)+;5".0(5,7)+,!'.0(6,7)+,f. 0(7,7) 

/(3.7)= O(3.7)+r.0(4,7)+y".0(S,7)+/.O(6,7)+/'.O(7,7) 

/■(*,7)= 0(4.7)+a".0(5,()+a'.O(6,7)+<)".0(7,7) 

/(ä,7)= 0(B,7)+e-.0(6,7)+.".0(7,7) 

«6,7)= 0(6^+r.0(7,7) 

11^.1)= QO.I) 

Man bekommt hiemit fUr das Beispiel sehr leicht 
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Auch diese / Functionen kann man auf dieselbe Weise controliren 
wie oben, und es erstrecitt sieb die Wirkung davon auch auf die zu r(6] 
und r(7) gehörigen Functionen, obgleich iV' und^V" Null sind. Die ersten 
Controlrechnungen stehen wie folgt 

JV./[6,X;V)=+0.0799» 
J¥,./t),Jt)=— 0,U87, Ä,./[l,X7/)=+0.000.1, ff./;i,X/V)=— 0.00167 
JV./{S,X)=+0.S6I7, JV./(ä,X;;)=— 0.0471, IV. /!2,X/»0=— 0.09790 
JV,'./i;3,X)=— 0.H30, A,'./t3,Xff)=+0.t t74,JV,./(3,i/F)=+0.00580 
iV,./[»,X)= 0.0000, IV../[t;2//)=— 0.070li,Ä"./(t,X/V)=+0.0)38S 

Sa. = 0.0000 Sa. = 0.0000 Sa.=— 0.0000< 
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Der Beilrag, den die in Rede stehende' Station jetzt zu den Coeffi- 
cienten der Gndgleichungen liefen, ist der folgende. 



' 


ilX.IX] 


ilX,X] 1 JX.XIIi 1 (/.V,.Y/rj 1 {IX.XV, 


{IX.XVf) 


\ 

i 


0.0*167 
0.04167 

"ö.ösäsi" 


+0.0644 
+0.M33 
+Ö.I777 


—0.00015 +0.00072 
—0.020*0 —0.04239 


+0.005*3 
—0.005*3 


0. 
0. 


r 


{ix.xvir. 


{IX.XVIII) 


{IX.XIXI 


UX,xx) 


{IX.XXII) 






-0.00881 
+0.00881 


0. 
0. 


0. 
0. 


0. 
0. 


0. 
0. 




0. 


r 


(.V..V) 


IX.XII, 


iX.XIV] 


[X,XV] 


{X,XVD 


{X,XVII) 


1 

t 
3 


0.1038 

0.3007 

0.0383 

" 0.4428" 


-0.00023 
-0.05*1* 
— 0.03'J81 
"— 0.(}ä4l"8 


+0.0012 
-0.1125 
-0.0020 
—0.1133 


+0.0087* ' 0. 
-0.01**1 : 0. 
+0.07162^ 0. 
+0.06595 


-0.01*20 
+0.02339 
-0.00920 
— Ö.00001 


r 


'.X,XVIII, 


ix,XIX) 


{X.XX) {X.XXIIi 






1 

i 

3 


0. 
0. 
0. 


0. 
0. 
0. 


0. 0. 
0. 0. 
0. 0. 






r 


iXII.XIIi 


|.\7/,\7K) 1 {XII,XV! 


tXlI.XVl) 


(Xll.XVII) 


[XII.XVIII) 


t 

3 

i 


0.01006 
0.03980 
0.0(261 
Ö.Ö6247 


+0.02091 +0.00268 
+ 0.00l97-i -0.07163 
—0.002*7; —0.0**62 
+0.020*1 1 —0.113.57 


0. 
0. 
0. 


-0.00435 
+0.00920 
+ 0.04017 
+0.0*502 


0. 
0. 

0. 


r 


(XII, XIX) 


IXII.XX) [XII.XXll) 


1 




8 
3 

t 


0. 
0. 
0. 


0. , 0. 
0. 1 0. 
0. 0. 




: 


' 


iXIV.XIV) 


(XIV.XV) 


(XIV.XVI) 1 {XIV.XVll' 


iXIV.XVlII) 


(XIV. XIX] 


5 
2 


0.046U 
0.04239 


-0.00767 
+0.005*3 


0. +0.0906* 

0. —0.00881 
1 +0.08183 


0. 
0. 


0. 
0. 


0.08853 


-0.002i4 


' 


IXIV.XX] 


\XIV.XXll) 








l 


0. 


0. 
0. 
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r 


I.VK.AT] 


[XV.XVI, 


[W.XVIIi 


ixv.xvni] 


(A'K,A/.Vj 


f.YK.AA-; 


5 
4 


0.0043 

O.I23i 

0.1593 

"0.2840" 


0. 
0. 
0. 


— 0.0151 
—0.0158 
-0.1434 
-0.1743 


0. 
0. 
0. 


0. 
0. 
0. 


0. 
0. 
0. 


r 


{xy,XXII) 












3 
4 


0. 
0. 
0. 












6 


(xvi.xvr 

T. 
0.08333 
070S333" 


iWI.XVII) 


iXVI.XVlll) 


(XVI.XIX) 


iXVl.XX) 1 [XVI.XXHI 1 


—0.09064 
-0.05038 
-0.Ü102 


0. 1 0. 
-0.08333 1 +0.1410 
-0 08333, -1-0. 1410 


0. 
-0.04167 
-0.04)67 


0. 
+O.0SIS6 


+0.0SIS6 


5 
6 
i 


(XVII XVII) 


{.WH, AT/») 


(ATH.AV.Y) 


(xrti.xx) 


{xvii.xxm 




0.33t4 
0.0853 

o.uai 

" 0.3601 


0. 

-t-o.uio 

0. 
-1-0.1*10 


0. 
—0.2386 

0. 
— Ö.2386 


0. 
+0.07050 

0. 
+0.07Ö50' 


0. 
—0.03598 

0, 
-0.03598' 




r 


IXVIII.XVIII] 


(AT/W,A7.\') 


(at;h,a'.v) 


iXVIII.XXII] 






6 


0.08;)33 


— O.UIfl 


+ 0.04167 


—0.02126 






r 


iXIX.XIX) 


[XIX.XX] 


1A7.V,XA7/) 








6 


0.2386 


—0.07050 


+0.03.508 








f 


iXX.XX] 


iXX.XXIl) 










6 
7 


0.04167 
0.04165 
0.08332 


—0.02136 
-0.02125 
—0.04251 




i 

1 




r 


(.VAV/,.Y.V//J 








6 

7 


0.01086 
0.01086 

olbans 











Vergleicht man die vorsiehenden Werthe der Coelficienlen mit de- 
nen des Art. 18, die ohne die Zerlegung der Slalionsgleicliungen er- 
halten worden sind, so wird man eine so vollstäDdige Uebcreinstironning 
finden, wie die angewandten Logarithmen erlauben, obgleich die ein- 
zelnen Glieder, aus welchen jeder CoefBcient besteht, oftmals sehr von 
einander verschieden sind. Die Anwendung der Zerlegung der Stations- 
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gleichungen fUhrl also auf dieselbeo Endgleichoogen, die man be- 
kommt , wenn man diese Zerlegung nicht anwendet. Die Werthe der 
Unbekannlen dieser Gleichungen, die in der Abhandlung mit (7), (II), (III), 
etc. bezeichnet wurden, sind also io beiden Fallen dieselben. 



21. 

Um die Vergleichung der beiden Verfahrungsarlen voltüiandig aus- 
zuführen, ist noch nachzuweisen, daes auch die Verbesserongen z(r) der 
Richlungen mil einander U herein stimmen, oder wenigstens nur um eine 
constante Grösse von einander verschieden sind. Zufolge des allge- 
meinen Ausdrucks 

z[,) = f{r.li{l) + lirjim + ll'MI){lll) + elc. 
bekommt man aus dem Art. 17 
z(l)=-0.04n(/X)--O.064i(X) + 0.000l(Jt//)-O.02ü:j(X/Vj-0.O022(Jtr) 

-O.Oä6Ö(XVi)+ü.01ö2(l'VW)+0.0265(JCV///)-0.0449{X/X) 
u. s. w. Um diese Gleichungen ubersichlhcb aufzustellen, will ich sie 
in dieselbe tabuiartsche Form bringen die oben angewandt wurde. Ks 
wird daher 





U-S 


l.v; 

-0.064« 


(.V//1 


IXIVi 


(AT) 


(-WO 
—0.0265 


=m= 


-0.0117 


+0.0001 


—0.0203 


-0.0022 


«M- 


+0.04(7 


+0.11.13 


-0.0204 


-0.0620 


-0.0022 


-0.0265 


«M = 




-0.0.367 


+0.0381 


-0.0177 


-0.0654 


-0.0265 


»(!) = 






—0.0229 


—0.0151 


+0.0844 


—0.0265 


3(51 = 








+ 0.0265 


—0.0044 


—0.0265 


»16i = 








+0.0265 


-0.0044 


+0.0568 


M') = 








+ 0.0265 


-0.0044 


+0.0151 


ferner 


(.VF//) 


(.\T///) 


{XIX) 
-0.0449 


(-V.VI 


(XX//) 




>(l) 


+0.0152 


+0.0265 


=(S) 


+0.0152 


+0.0265 


— 0.0449 








5(3) 


+ 0.0152 


+ 0.0265 


—0.0449 








= (»1 


-0.0666 


+0.0265 


-0.0449 








5(5| 


+0.0970 


+0.0265 


-0.0449 








3(6) 


—0.0139 


-0.056« 


+0.0961 


—0.0117 


+0.0213 




»(7) 


+0.0265 


-0.0151 


+0.0256 


+0.0417 


-0.0213 
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wogegeo 


der An. 


9 die rolgeode Zusamiueastellung giebt. 




] («1 1 m 


!-vin 


{XIVI 


(xri 


{xrr, 


>(!) = 


-O.Oln -0.0614 


+0.0001 


-0.0007 


-0.0054 




»(81- 


+0.0417 +0.1133 


—0.0204 


—0.0484 


-0.0054 




s(3) = 


—0.0367 


+0.0381 


+0.0019 


—0.0686 




• 4)- 




-0.08S9 


+0.004.'! 


+0.0811 




«5) = 






+0.0461 


-0.0077 




j61 = 






+0.0461 


-0.0077 


+0.0833 


.71= 






+0.0461 


—0.0077 


+0.0417 


rerner 


{XVII) 


{xrtii) 


{XIX] 


■ ixxt 


{XXIIj 




'{< 


+ 0.0088 












»(« ■ 


+0.0088 












>(3 


+0.0088 












"(t 


-0.0730 












z{5 


+0.0906 












.|6| 


—0.0504 


—0.0833 


+0.1410 


-0.0417 


+0.0S13 




.{7) 


+0.0301 


-0.0417 


+0.070.'( 


+0.0417 


-0.0213 





Man erkennt leichl, dass dieses zweite System von Ausdrücken der z(rj 
mit dem ersten identisch wird, wenn man jeder Gleichung desselben 
die constante Grösse 

— 0.0196 {XIV} -h 0.0032 (XV) — 0.0265 {XVI) 
+ 0.0064 {XVfl) -t- 0.0265 [KVIII) — 0.0ii9 {XIX) 
h inzufUgl. Beide bis jetzt vollständig erörterte Verrahrungsarlen führen 
daher aur identische Endresultate für die Ausgleichung eines Dreiecks- 
netzes. 



22. 
Gehen wir noch, um möglichst vollständig zu sein, die übrigen im 
Vorhergehenden erklärten Zerlegungsarten durch. Um das Verfahren 
des Art. 12 weiter auszuführen, haben wir zu berücksichtigen, dass die 
beiden letzten Unbekannten nicht die Richtungen (6) und (7) selbst, 
sondern die Unterschiede dieser mit der Richtung (5) sind, und diesel- 
ben Unbekannten in die DifTerenlialquotienlen der Bedingungsgleichun- 
gen einzullihren. Es ist zu dem Ende nichts weiter zu Ihun, als die 
Identitäten 

1(6) - (5)1 + (6) = (6) , 1(7) - (5)1 + (5) = (7) 
aufzustellen, und diese statt (6) und (7) zu substituiren. Die Tafel des 
Art. \ 6 steht daher jetzt so. 
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g{r,/.V] 


log9(r.X) 


Iog,(r,»/) 


qir.XIV) 


loeglr.XV) 


q{r,XVI] 




-1 


0.207tn 


_ 


_ 


_ 


_ 




+t 


0.4239 


9.6930R 


—1 












0.0185« 


0.01 srj 


_ 


0.2547« 


— 




_ 


_ 


9.7405« 


_ 


0.8934 


— 




— 


_ 


— 


+1 


9.2205« 


_- 


(6)-m 


— 


— 


— 




— 


+ 1 


(7) -(5 


— 


— 


— 




— 


— 


- \ - 


loggfr.XVHi 


qir.XVIll) 


logs[r,.V/.Y) 


Qir.XX} 


logglr.XXH] 




- 


- ' 


- 


- 


- 






0.«931n 


~ 


_ 


- 


- 






0.2934 


— 


_ 


_ 


_ 




(6) -(5) 


0.2284n 


-t 


0.228i 


— 1 


9.7080 




(7) -(5) 


— 


— 


— 


+ 1 


9.7080« 





Die Jetzt anzuwendenden 
grossen sind 

f = . f = . ^ 

f = + (8.6990) . ," = + (8.7»»8) , / 

r = + (9.0i58) , if 



(),() = (i;3802), {3,6,1) = 

(2.2.1) = (1.3802) . (6.6,5) = 

(3.3.2) = {l.*260) , (7,7,6) = 
(i,t,3) = (1.3345) , 

und hiemit erhalt man die folgenden Werthe. 



dem .Art. 12 zu entnehmenden Hulfs- 



= . <>" = 
= , /' = 
= , ()" = 
= , (" = 

f.' = + (9.6990) 

(1.3290) 

(I.S04t) 

(t.0792) 



r 

t 

S 
3 

t 

5 

(6] -(5] 


lo8,(r,;j) 

0. n 
0. 


loeifr.S) 


108,(r,M(J 


1« 


Inf'.XIV) 


log,(r,.\-H 


Ioj,|r,.Vl'/) 


O.«07ln 

0.1293 

O.OISÜn 

8.7175h 

8.7633n 


9.6930n 
0.01 8S 
9.697ln 
7.i963n 


0. n 
0. 


0.85i7>i 

0.S7S8 

8.6794« 


0. 


(')-(6) 


— 


— 


— 




— 


9.6990 


r 


lo8i,(r,XVHi 


logq(r..i:cm) 


log.,(r,.Y/.V) 


loj,!r,xn 


lomlr.xH;! 






= 


- 


- 


- 


- 




3 
i 

(6) -(5) 
(7) -(5) 


0.893)1 
O.SiSO 

9.9274r 




0. 
9.6990 


n 


O.SS8i 
9.927i 




0. n 
9.6990 


9.7080 
9.4070n 
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l«gO[r./.\) 
~8>>498n" 


HQ(r,Xj\\oiQlr,Xll) 
8.8¥69nr — 


1 


•BPIr.-V/n 


\osQ{r.XV] 


loBO[r,.Vr;i 


=-^ — 





■ ZI 


» 


8.6198 


9.0437 


8.3128« 


8.6198« 


_ 


_ 


3 


_ 


9.5925m 


8.5985 


_ 


8.8287n 


— 


i 


_ 


7.3830h 


8.3626« 


_ 


8.9383 


_ 


s 


_ 


7.4343« 


6.169« 


8.6710 


7.3504« 


— 


(6)_(S) 





■ 


^- 








8.7959 


m-(äi 


— 


_ 


— 


— 


— 


8.6198 


r 


\ofiQ[r,XVIJ] 


oKQir.WlII) 


logQir,XIX] 


\oiQ{r,XX) 


logÖir.AWH) 




4 


8.9586« 


'z'^ 


- 


^ 


^ 




Ü 


8.9130 


— 


— 


— 


— 




[6)~(5} 


9.0243n 


8.7959« 


9.0243 


8.7959« 


8.5039 




(') -(■'■>) 


8.8482h 


8.6198« 


8.8482 


8.6198 


8.3278« 




1 


8.R198n 


8>2fi9« 


>o%nr.XII] 


l08/(r,X/l'l 


loe/l'-,.\T) 


log/(r,A-r;) 


_ 


_ 





2 


8.(i198 


9.0437 


8.3128« 


8.6198« 


— 


— 


;i 


— 


8.5935« 


8.5795 


7.4158 


8.8006« 


— 


i 


— 


7.4343« 


8.3630« 


7.7)68 


8.9371 





5 


_ 


7.4343« 


6.U9 n 


8.6710 


7.3504« 





(6) -(5) 


_ 


_ 


— 


_ 


_ 


8.9208 


(')-(■'■>) 


— 


— 


— 


— 


_ 


8.6198 


1 


loF/lr.AT«) 


log/Tr,A-FHf) 


\osnr,XIXj 


ioKfi'-.XX) 


log/lr,.\A7/) 


-— 


2 
3 
4 


S.9129n 


- 


- 


- 


3 




5 8.9130 


— 


_ 


— 


— 




(6)^[S); 9.U92n 


8.9208« 


9.1492 


8.6198« 


8.3278 




[7)-(5}| 8.8482h 


8.6198« 


8.8482 


8.6198 


8.3*78« 





Die /* FuDctioDen lassen sich wieder eben so coDlrolirea wie die 
vorhergehenden , hier entziehen siel) jedoch dieser Conlrole diejeDigen, 
die zu (6)— (5) und (7)— (5) gehören, weil N^ und A'" Null sind, und 
eine völlige Unabhängigkeil von den voi-hergehenden Grössen statt findet. 

23. 

Der Beitrag, den beim gegenwärtigen Verfahren die in Bede 
siehende Stalion zu den Coeflicienten der Endgleichnni^en liefert, ist 
der folgende. 
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(/X./.V) J IIX.X] 


(/.V,A7/) 


ilX,XIV) 


{IX, XV) 


<ix,xv[] 1 


i 

2 


0.04167 
0.04167 


+0.0671 
+0.M06 
'+0.(777 


0. 
—0.02055 


0. 
-0.04167 
-0.04167 


0. 0. 
0. 1 0. 


0.08334 


— 0.02055 






r 


(f.Y,\'ra) 


iix,xrm) 


i/.V..Y/.V) 

0. 
0. 


{IX,XXj 

0. 
0. 


{IX, XXII) 




1 

2 


0. 
0. 


0. 
0. 


0. 
0. 




r 


(-V,.V1 


[x.xh] 


(.V..Y/1') 


{X.XV) 


{Y,.YI7) 


{X.XVII} 


1 
i 

3 


0.1082 

0.2935 

0.0411 

' Ö'.44Ä8 


0. 
-0.05454 
—0.03964 

— o^ööiis" 


0. 
-0.H06 
—0.0027 
-0.H33 


0. 

0. 
+0.06503 
+0.0 6593 


0. 
0. 
0. 


0. 
0. 
0. 


r 


IX.XVllI] 


l.V.AV-Y) 


(.V.X.YJ 

0. 
0. 
0. 


(Y,.YY//, 

0. 
0. 
0. 


- — 




4 


0. 
0. 
0. 


0. 
0. 
0. 




r 


IXII.XII] 


{Xll.XIV) 


{Xll.XV] 


IXII.XVI) 


(.Y//.A't7/| 


[XII.XVIII] 


2 
3 
t 


0.01 Oli 
0.03964 
0.01269 
0.069*7 


+0.02055 
+0.00272 
—0.00287 
Vo;Ö2040 


0. 
—0.06593 
—0.04760 
— 0J1353 


0. 
0. 
0. 


0. 
" 0. 

+0.0*503 
+0.04503 


0. 
0. 
0. 


r 


{XI f. XIX] 


iXlI,XX\ 


(.T//,.Y.\7;) 








8 
3 
4 


0. 
0. 
0. 


0. 
0. 
0. 


0. 
0. 
0. 








r 


|X/K,.\7r] 


{xir,xr] 


{XIV,XVI] 


{Xiv,xrn] 


i.Y/v,xm/j 


|Yyt',.\7X; 


2 
5 


0.04167 
0.04687 


0. 
—0.00224 


0. 
0. 


0. 
+0.08184 
+Ö:0818* 


0. 
0. 


0. 
0. 


0.08854 


—0.00224 
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{XIV. XX} 


[XIV.XXII) 










2 
5 


0. 
. 0. 


0. 
0. 










r 


{XV.XV) 


{xy,xvi] 


[XV.XVll] 


{xv,xyiii) 


{XV.XIX) 


(XY,XX) 


3 
4 
5 


0.H36 
0.1699 
0.000* 
0.2839 


0. 

0. 
0. 


0. 
-0.1607 
-0.0(36 
-0.17*3 


0. 
0. 
0. 


0. 
0. 
0. 


0. 
0. 
0. 
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iXV.XXlI) 












3 

i 
5 


0. 
0. 
0. 












r 


(XF/.xr/) 


[XVI.XVIt] 


iXVl.XVlIi] 


{XVI.XIX) 


[XYI,XX] 


ixri,xx]ij 


(6) -{5) 


-0.08333 


-O.lilO 


—0.08333 


+0.U10 


-0.04167 


+0.02127 


r 


{XVÜ,XVIl) 


{XVII.XVIII] 


[XVIi,XIX\ 


(XVII.XX) 


{XVII.XXU) 




4 
5 

(6) -(5) 


0.4607 
0.1607 
0.2386 


0. 

0. 

+0.4410 


0. 
0. 
-0.2385 


0. 
0. 
+0.07050 


0. 
0. 
—0.03599 




0.5600 


+0.1410 


-0.2385 


+0.07050 


—0.03599 


r 


[XVIII.XVIII] 


{XVIII, XIX) 


[xrni.xx] 


[XVIII.XXII] 






(6) -{5) 


0.08333 


—O.UIO 


+0.04167 


-0.02127 






r 


[XIX.XIX] 


[XIX.XX) 


{XIX,XXIIi 








(6) -(5) 


0.2386 


—0.07050 


+0.03599 








r 


{XX,XX) 


(.YX,A-.VH) 










(7) -(5) 


0.0il67 
0.0*167 


-0.02)27 
—0.02427 










0.08334 


-0.0*254 


r 


{XXII,XXII] 












(«)-[5) 
(7) -(5) 


0.01086 
0.01086 












0.02)72 



Die Vergleichung 
Verfahrungsarten 
slimmuDg. 



dieser Werthe mit den vorhergehenden durch andere 
erhaltenen zeigt wieder die erwartete Ueberein- 



24. 

Zur Vergleichung der sich jetzt herausstellenden Ausdrücke der z{r) 
mache ich zuerst die folgende Zusammenstellung aus dem Art. it. in 
welcher ich durch Addition des Ausdrucks für z(5) zu den beiden fol- 
genden die Ausdrücke für 2(6) und z(7) erhalten habe. 
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(ff) 


m ■ 


(Hfl 


(xn-) 


(XV) 


(XF/l 


»(<)= 


—0.0417 


—0.0671 










»(«)= 


+0.04(7 


+0.((06 


—0.0205 


—0.0417 






1(3)- 




-0.0394 


+0.0380 


+0.0026 


-0.0638 




»(») = 




—0.0027 


-0.0231 


+0.0052 


+0.0865 




.(51 = 




—0.0027 


-0.0001 


+0.0469 


—0.0022 




j(6) = 




-0.0027 


—0.0001 


+0.0469 


—0.0022 


+0.0833 


,(7) = 




-0.OOS7 


-0.0001 


+0.0469 


-0.0088 


+0.0417 


ferner 


(xni) 


fxvtll) 


(XA) 


(XX} 


ixxir) 




»(<) 














• («) 














«(3) 














'(») 


-0.081« 












»(5) 


+0.08(8 












»(«) 


—0.0598 


-0.0833 


+0.1410 


-0.0417 


+0.02(3 




>(') 


+0.04(3 


—0.0417 


+0.0705 


+0.0417 


—0.08(3 





Die Vergleichung dieser mit der ersten Gruppe von ähnlichen Gleichungen 
des Arl. 21 giebt zu erkennen, dass beide Gruppen identisch werden, 
wenn man in der vorstehenden jeder Gleichung die Constante 
+ 0.0027(1) -i-O.OOOi (X//) — 0.0203 (J/F) — 0.0022 (JV) 
— 0.0265{XF/) + 0.0152 {XVII) + 0.0265(XW//) — 0.0i49{J/X) 
hinzufllgt. Die hier behandelte Zerlegung fuhrt daher auf dieselben 
Werthe der Ausgleichung der Winkel des Dreiecksnetzes, wie die vor- 
bergehendeD. 



Gehen wir jetzt zum Verfahren des Art. i 3 über, und führen auch 
ftlr dieses den zweiten Theil der Auflösung aus, so mitssen wir vor 
Altem in dem Tafelchen der Differentialquotienten der Bedingungs- 
gleichungen statt der fUnf ersten Bichtuogen selbst ihre Unterschiede 
mit der ersten derselben einführen, wahrend die Unterschiede (6) — (5) 
und (7) — (5) unverändert beibehalten werden müssen. Man erkennt aber 
leicht, dass die Einführung von (2)— (1), (3)— (1), etc. statt (2), (3), elc. 
die in der Tafel des Art. 22 angegebenen Wertbe der q{r.IX), q{r,X), 
etc. gar nicht ändert, und es kann also unter der Bedingung, dass man 
die neben der 4 angegebenen Werthe weglasst, diese Tafel im gegen- 
wartigen Falle wieder angewandt werden. 

Die jetzt anzuwendenden HdlfsgrOssen sind zufolge des Art. 13 
die folgenden. 



bwll. d. K. 8. GcuIIhIi, i 
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,S'=+(9.t569),,!'=+(9.488)),,?"=+(9.6787),|»'=0,|!"=0 

/=+(9.5U5),y"=+(9.6990),/'=l),/'— 

<l''=+(9.'7ä38),d'=0,d"= 

«'=0,«"=0 

£"=+(9.6990) 
liXt) = (1.S7I1) , (5,6.4) = (t.0528) 
(3,8,ä) = (I.S969) , (6,6.6) = (1.20H) 
(4,i,3) = (1.(957) . (7,7,6) = ((.0792) 
und hiemit ergeben sieb die folgenden Werlhe, 



r tag,(r,ll) 


lo« tiir,X) 


log ll'.XII) 


log ,|r,x;D 


log,|r,JT, 


log i|r..VI'/l 


(«)-(lii »■ 


0.(839 


9.6930» 


0. » 


_ 


_ 


!3;-;ill 9.1559 


9.(558)1 


9.9557 


9.(559» 


0.85(7« 


— 


14)-;ii 9.1881 


9.6771 


9.5571» 


9.(88(n 


0.(386 





(.51 — '1" 9.6787 


9.86(7 


7.830 » 


9.7837 


8.(031» 


— 


16) -(5) — 


— 


— 


— 


— 


0. 


(')-(»] 


- 






- 


9.6990 


(«)- 1) 
(3)- 1) 
»)- l| 


iog,(r,xra) 


«vMr.xrm 


log,(r.»X) 


iog,(r,XX) 


lotif'.xxni 






— 


— 


- 


0.8931» 


_ 


_ 


_ 


_ 




5)-((l 


9.9658 


— 




— 


— 




li)-(51 


6.888in 


0. n 


0.888( 


d.- » 


9.7080 




(7)-(5)j 9.987111 


9.6990n 


9.987( 


9.6990 


9.4070» 




r 


log(?(r,;X) 


log Q{r,Xi 


log (J(r,X//) 


log oir.xm 


logO!r,-Vl-, 


losOlr.xri) 


(ai-(i) 


8.7889 


9.(588 


8.(819» 


8.7889» 


_ 


_ 


(3 -(1) 


8.1590 


8.(589n 


8.6588 


8.(590» 


8.9578» 





(1 -II) 


8.898i 


8.(81« 


S.36((« 


8.8984» 


8.9(89 


_ 


5-() 


8.(699 


8.808» 


6.(77 n 


9.6709 


7.3503» 


— 


6-15 


— 


— 


— 


— 




8.7959 


(7 -(5 


— 


— 


— 


— 


— 


8.6(98 


r 


logO(r.xra) 


ogOlr.Xra/) 


rogPIr.Hl) 


logoir.ayr) 


log«(r,xj-n) 




(«)-(</ 
3)-(l) 


- 


- 


- 


- 




9.097*11 


z 


_ 


- 


z 




5)-(lj 


8.9(30 




— 




— 




61 -(5) 


».osatn 


8.7959» 


9.08(3 


8.7959« 


8.5039 




(-)-{5i 


8.8(88» 


8.6198» 


8.8(88 


8.0198 


8.3878« 
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(ä)-(<) 


logflr.HJ 


losn',» 


l<ig/;r.Hfl 


\oif\t.Xir\ 


log/f.'.XV) 


lo(MJ!I''] 


8.9808 


9.8497 


8.34 86n 


8.61 96n 




_ 


(3i-(<l 


8.6498 


8.(185 


8.5798 


7.4158 


8.8006n 


_ 


(»]-(!) 


8.6198 


8.8088 


8.3687» 


7.7168 


8.9370 


_ 


(5)-(ll 


8.6499 


8.8089 


6.477 n 


8.67Ü9 


7.3503n 


— 


(6] -(5) 


— 


— 











8.9S08 


m-(5i 


- 


— 


— 


- 


— 


8.6498 


r 


fog/ir„vra) 


lug/tt-,AT/H] 


lo./|r,.rai 


togf[r.XXl 


\osflr.XXII) 




(» -(') 


- 


- 


- 




- 




8.9130n 


_ 


_ 




_ 




(s -(<: 


8.9430 


— 


_ 


— 


— 




|8)-K 


9.4i9«n 


8.9808n 


9.1492 


8.6198n 


8.3878 




m-(5) 


8.8»8Sn 


8.6498n 


8.8482 


8.6198 


8.3878» 





Die BedingUDgBgleicbung, durch welche im Vorhergehenden die Werlhe 
der /* FuDctionen geprüft werden konnten, ist hier nicht anwendbar, 
da jetzt alle N Null sind. 

26. 
Dei- Beitrag, den die Station jetzt zu den Endgleichungen lierert. 
steht wie Folgt, zur Abkürzung jedoch habe ich die CoefGcienten , die 
anmittelbar Null werden, weggelassen. 



r 


(IX,IX) 


(«,X) 


[}X.XU\ 


{iX.XlV) 






0.08333 


+0.(777 


-0.02054 


-0.04165 






r 


(X,X) 


\X,\ll) 


\X,XIY) 


(X,XF) 






(3)-m 


0.4717 
—0.0289 


^-0.05431 
,—0.03968 


— O.H06 
-0.0027 


0. 
+ 0.06593 






0.4488 


—0.09416 


-6.(133 


+0.06593 


r 


{Xli.XU) 


l.VH.AVr) 


{xn,xv) 


[X//,XV//) 






(31 -(4) 


0.010(3 
0.03965 
0.01268 
"0'.Ö6246 


+0.08054 
+ 0.00272 
-0.00287 
+Ö.Ö2Ö39" 


0. 
—0.06593 
-0.04759 
—Ö: 11352 


0. 

0. 
+0.04503 
+0.04503" 






r 


(X/F,x;F) 


{XtV.XV) 


{XiV.XYll) 








(3)-(*) 


0.04165 
0.04687 


0. 
-0.0O224 
— O.ünSii 


0. 
+0.08184 

+'l).0«1Hi 
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r 


(XF.XF) 


{XV,xva) 










3)-(l) 

»)-(<) 

5)-(l) 


0.4436 
0.1699 
0.0004 


0. 
-0.4607 
—0.0436 










0.2839 


— 0.4743 


r 


(XVI.XVI) 


(XVl.XYII) 


(xv/,xra/) 


[XVI.XIX] 


IXVI.XX) 


{xri.xxii] 


(6} -(5) 


0.08333 


-0.4440 


—0.08333 


+0.1440 


-0.044 67 


+ 0.02127 


r 


{XV It. XVII) 


{xvn.xviiri 


[XVII.XIXj 


{XVII.XX) 


{xrn, xxii) 




w-(|) 

(5)-(l) 
(6) -(5) 


0.4607 
0.4607 
0.8386 


0. 

0. 
+0.4440 


0. 
0. 
-0.2385 


0. 
0. 
+0.07050 


0. 
0. 
—0.03599 




0.5600 


+0.1440 


—0.2385 


+0.07050 


—0.03599 


r 


{XVlII.XViin 


[XVUI,X1X) 


(XVIII.XX) 


[XVIII.XXII] 






(6) -(5) 


0.08333 


—0.4440 


+0.04467 


-0.02497 






r 


[XJX,X1X) 


[X!X,XX) 


[XIX,XXll) 








(6) -(5) 


0.2385 


—0.07050 


+0.03599 








r 


[XX,XXi 


{XX,XXII) 










(61- (5) 

M-w 


0.04167 
0.04467 


-0.02127 
—0.02427 










0.08334 


—0.04254 


r 


{XXll.XXII) 












(6) -(5) 
(7) -(5) 


0.04086 
0.01086 












0.02478 



Auch diese CoefßcienteD stimmen mit den im Vorhergehenden anf ver- 
schiedene Arten uberein.^ und die Unbekannten der I^ndgleicbungen 
bekommen also wieder dieselben Weithe wie vorher. 



Stellt man wieder die Gleichungen (tlr die x{r) auf dieselbe Art 
zusammen wie vorher, so ergiebt sich. 
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(/X) 


m 


[Xlt, 


(X/F) 


{XV) 


{XVD 


I S)-j(< = 


+0.0833 


+0.)777 


-O.OSOB 


-0.0417 






s3)-j(( = 


-(-O.Oin 


+0.0871 


+0.0380 


+0.0026 


-0.0682 




» ()-»(( = 


+0.0415 


+0.064) 


-0.023) 


+0.0052 


+0.0865 




.5) -.(4 - 


+0.04(1 


+0.0644 


-0.000! 


+0.0169 


-0.0922 




.6)-»i( = 


+0.04)1 


+0.0644 


-0.0002 


+0.0469 


-9.0028 


+0.0833 


.(7)-.(( = 


+0.0417 


+ 0.0644 


—0.0002 


+0.0469 


-0.0028 


+0.9417 


ferner 


[XVU] 


[Xvm 


{XIX] 


ixx, 


(.«in 




z t -»(1) 














»3 -if) 














j 1 -j 1 


-0.0818 












»5-» 1 


+0.08)8 












»(6 -. < 


-0.0592 


-0.0833 


+0.14)0 


-0.04)7 


+0.02)! 




.(7)— 1 


+0.0))3 


—0.04)7 


+0.0705 


+0.04)7 


— 0.02)3 





Die Vef^teichung dieser Werthe mit deoen der Arlt. 21 und 2i 
bewirkt man dadurch, dass man in diesen die Gleichung Rtrz(1] von 
alleo übrigen abzieht; man findet vollsländige Uebereinstimmung. 



Wenden wir uns endlich aach zu dem Verfahren , welches im Arl. 
1 5 vorbereitet wurde, so miissen wir alle Differentialquotienten der Be- 
dingungsgleichungen auf die Unterschiede {1}— (5), (2) — (5), etc. der 
Richtungen beziehen, und man findet leicht, dass dieses dadurch bewirkt 
wird , dass man im Tafelchen des Art. 1 6 die neben der S stehenden 
Zahlen sich weg denkt. Hit dieser Auslassung ist daher dieses Tsfelchen 
jetzt anzuwenden. 

Die Hullsgrössen , die aas dem Art. 1 5 zu entnehmen sind , sind 
die folgenden. 
«'=:+(9.4BÖ9), « =+{9.6021), «"— +(9.6990), a'^O, «=Ö, a'=0 
^=s+(9.6021), (r=+(9.6990), ,ä"'=sO, /=0, /S"s=0 
y*=+{9.6990), /'ssO, /äO, /'=0 

r=sO, <r=o. #'=0 

fi'ssO, fi"=:0 

£"=+(9.6990) 

(1.1) = (1.2711) , (4,4.3) = (1.0792) 

(2.2.1) = (1.2341) , (6,6.5) = (1.2041) 

(3.3.2) = (1.2322) , (7,7,6) = (1.0792) 
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vermittelst welcher die folgenden Werthe erlangt werden. 



' 


bgi)(r,/X} 


I08?(.-,A) 


loe i{r,xln 


log^fr.Xrt") 


lo« l(r.XFl 


log ,|r,.vrfl 


1 -(5] 
S-(B1 
3-5) 
i_ S) 
6)- 81 


0. n 
9.8539 


0.807(« 
0.34(8 
9.7967» 


9.6930« 
9.9875 
9.439(n 


0. » 
9.608(» 
9.6990» 


0.8547» 
0.0274 


0. 
9.6990 


r 


loj,(r,I7;0 


los ilr.XCHJ) 


log ,|r,MXl 


logl(r.M 


log, (MIHI 




(l)-(5 
(S-(5 
(3 -(5 
(i -5 
(6 — 5 
(7-5 


0.2931n 
a.iiUn 
9.9874» 


0. » 
9.6990» 


0.8884 
9.9874 


0. n 
9.6990 


9.7080 
9.4070» 




' 


10« 0(r.Kl 


loj(!(r.» 


'tQir.xin 


loge(r,Mn 


logO(r.AT) 


^Q[r.xri] 


(()-(5 
(S-(5 


8.7889» 
8.6(98 


8.9360» 

9.(07( 

8.5615» 


8.4SS9n 
8.6963 
8.3699» 


8.7659» 
8.3699» 
8.6(98» 


9.0885» 
8.9488 


8,7959 
8.6(98 


' 


log Q(r,xyill 


lo(e|r,xrai) 


log (Hr.xtXi 


logC(r,Xt 


log Q[,.sun 




lj-(5) 

3] -(5) 
4) -(5) 
(6) -(6) 
(')-(5) 


9.8(39» 
9.0843» 
8.8488» 


8.7959» 
8.6(98» 


9.0843 
8.8488 


8.7969» 
8.6(98 


8.5039 
8.3878» 




' 


loByir./X] 1 loi^r,.\) 1 \oal\r,xl^ 


logflr..\/n 


IOBflr.JF) 


loj/|r,IW| 


(()-5 
(8)- 5 
(3)- 5 
(1)- 5 
(6)- 51 


8.6(97» 8.8090.1 

8.6(97 1 9.0548 

— 18.5646» 


6.(76 
8.3094» 
8.58(4 
8.3599» 


8.6709» 
8.947(n 
8.646(n 
8.6(98» 


7.3588 
7.3588 
8.7848» 
8.9488 


8.9808 
8.6(98 
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' 


losflr.xc//) 


liaillr.xvtlll 


JogAMK) 


lo|!/(r,XJO 


tagar,liXII) 




fll-(S) 


8.91 29n 




_ 


_ 






(«)-K 


8.9l!9i> 















(3) -(5 


8.9(S9ii 


— 










(l)-{5 


9.S<39n 


— ! — 


_ 







(6i — [5 


9,ll98n , 8.9S08n 1 9.(198 


8.6198ti 


8.3876 




(7i-f5)i 8.8l8!n i 8.6197» i 8.8»8) 


8.6(97 


8.3276n 





Auch hier ist die oben angewandte Bedingungsgleichung zur Cod~ 
trole unwirksam. 



Der Beitrag zu den Coelficienteo der Endgleichungen steht jetzt so. 



r 


i:x,ix) 


[IX.X] [ [/X,A7;i 1 (IX.XIV) 


ilX.XV] [ ilX.XVII) 


(l|-(5| 
(8|-(5) 


0.04(66 
0.04(66 


+0.0644 
+0.1133 


-0.00O1S j +0.04687 
—0.02039 ! —0.08854 
—0.02054 — 6.Ö4f67 


-0.00225 +0.0818« 
+0.00225 —0.08182 
0. ■ — Q — 




0.08338 


+0.1777 


r 


,« 


(x,x;j) [ [x.xiv] 1 (x,xv) 


(.V,.VF//) 




(()-'S) 0.(038 

(8)-(5] 0.3007 

(3)-(S) 0.038H 

0.IIS8 


-0.00024' +0.0755 
_0.054H -0.23.10 
— 0.03»80< +0.0462 
-Ö."09*i;i| -Ü.li33 


-0.00363 
+0.00597 
+0.063Ö7 
"+ 6. 06591 


+0.4. 118 
-0.2172 
+0.08K4 
0. 




r 


{Xll.XIl) 


{xri,xiv) 


(X//..VV) 


ixu.xrif) 






l3|-(8) 
(t|-(5| 


0.0*006 
0.03980 
0.01S60 


+0.04366 
—0.04620 
+0.02893 


—0.00111 
—0.06357 
-0.04883 


+0.04035 
-0.08538 
+0.09004 








0.06246 


+0.02039 


-0.1135) 


+0.04501 


1 


' 


[XlV.xm 


[Xir.XV) [XIV.XVII) 








(8) -(5) 


0.08854 


—0.00325 +0.08182 








r 


IXV.XV) 


{xv,xrii) 

^+01471""^"" 
-0.3214 
-0.1743 1 








(3 -(5) 
(4 -(.1) 


O.fOdS 
0.(7*3 
Ö.2R38 


! 
1 




r ! XVf.XVlj 
(6J — (5jj 0.08333 


[xvi.xvji) 1 [xvi.xrnij j {xvi.xix) 

—0.1410 ! — 0.08.')3.t! +0.IM0 


f.tr/,.v.vi 


{Xri.XXII] 


-0.04167|+0.02126| 
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r 


{xrii.xviri 


{xvH.xrni] 


{XVi!,XIXi 


[XVIl.XX) 


[XVB,XXll) 




(4) -(5) 
(6)-(S) 


0.32U 
0.2386 


0. 
+O.H10 


0. 
—0.2386 
"— Ö.2386 


0. 
+ 0.07050 


0. 
—0.03597 




0.5600 


+0.1410 


+0.07050 


-0.03597 


r 


[xriii.xriif) 


{xvm,xix) 


(xvm.xx) 


{XYIU,XXU) 






(6) -[5) 


0.08333 


-0.1410 


-f.0.04167 


-0.02126 






r 


[XIX.XIX) 


(XIX.XX) 


{xa,xxn) 








(6) -(5) 


0.2386 


-0.07050 


+0.03597 








r 


[XX.XXi 


{XX,XXU) 










[6) -(5) 
(7) -(5) 


0.04167 
0.04167 


-0.02126 
-0.02126 










0.08333 


—0.04252 


r 


IXXII,XXII) 












(6)^(5) 
(7)-(5: 


0.0108« 
0.01086 
0.02172 













Hier habea wir wieder dieselben Wer^e erhalten wie voiter, und 
es werden daher auch jetzt die UnbekannteD der EodgleichungeD die- 
selben Werthe erhalten wie vorher. 

30. 
Die Zusammenstellung der Gleichungen (Ur die %{r) ist jetzt 





m 


m 


«") 


mv) 


[XV) 


{SFI} 


.(<)-»(5) = 


-0.0il7 


-0.064» 


+0.000) 


-0.0469 


+0.0028 




«(S)_»(5) = 


+0.04)7 


+0.113; 


-0.0804 


-0.0885 


+0.008i 




,3)-= (5) = 




—0.0367 


+0.038) 


-0.0443 


-0.0609 




.»)-;.(5) = 






—0.0829 


—0.04)7 


+0.088( 




2 6) -.(5) = 












+0.083S 


»m-»(5i = 












+0.04)7 


ferner 


BWfl 


{Will) 


{XIX) 


IHTI 


IXXII} 




j((|-j|5) 


-0.0818 












»S -»(6 


-0.081! 












r(3)-j6 


-0.081« 












J(i)-J5 


— o.teat 












»(6)— a 5 


-o.tite 


-0.0833 


+0.)4)C 


—0.04)7 


+0.08)3 




»(7)-« 5 


-0.0705 


-0.04)7 


+0.O705 


+0.04)7 


—0.08)3 
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deren Verglerchung mit den vorhergebenden ahnlichen Zusafflinen- 
Siellungen auch volisläDdige Uebereinslimmung zeigt. 



Im Vorstehenden ist zur Gnitge gezeigt worden, dass die Zerlegung 
der Stationsgleich ungeo io zwei von einander unabhängige Systeme, 
wo dieses möglich ist, ganz ohne Eiofluss auf die Endresultate ist, und 
die ausgeglichenen Werthe der Beobachtungen dieselben werden , wie 
in dem Falle, wo diese Zerlegung nicht angewandt worden ist. Es fragt 
sich hierauf, ob die Anwttndung dieser Zerlegung in praktischer Be- 
ziehung rathlich ist, und diese Frage muss entschieden bejaht werden. . 
Denn durch die Durchsicht des im Vorhergehenden ausgenihrlen Bei- 
spiels findet man, dass die Rechnung mit Anwendung der Zerlegung viel 
kurzer ist, wie ohne dieselbe, und dieses muss in jedem Falle eintreffen, 
da durch die Zerlegung immer eine Anzahl der sonst erforderlichen 
Hut&grössen Null werden. Die beiden ersten Arten der Zerlegung sind 
vortbeilhafter wie die beiden letzten, schon wegen der Bedingungs- 
gleichungen die bei jenen statt finden. 



Snppl. 6. Ableitung der Bedingungsgleiclmngen in be- 
fionderen Fällen, mit Beibehaltung der im Vorhergehen- 
den stets angewandten Form derselben. 



Das jetzt zu betrachtende Dreiecksnetz soll das durch die folgende 
Figur dargestellte sein. 
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Wir haben hier sechs Dreieckspunkle oder Stalioaen, die durch die 
Zeichen (1), (2), (3), (4), (5), (6) aDgegeben ßind, und es soll aDgeaoni- 
men werden, dass auf der 
Station (1) die Riebtungen 1, ä, 

- (2) - - 1, 2, 3. 4 

- {3} - - <,2, 3, 

- (4) - - 1, 2, 3. 

- (5) - - 1.2, 

- (6) - - i, 2. 3. 4, Ö, 
eingeschnitten worden sind, wie in der Figur angedeutet ist. Es können 
immerhin von den Stationen (1), (2), (3), (4), (5] noch mehr Richtungen 
üingescbnitten worden sein, die aber fllr den jetzigen Zweck nicht be- 
achtet zu werden brauchen. Feste Annahme ist aber hier, dass keine 
Richtung nach der Station (6) eingeschnitten worden sei, hingegen von 
der Station (6) die Richtungen nach allen anderenSlationen eingeschnitten 
worden seien. Es fragt sich jetzt nach den Bedingungsgleichungen, die 
unter diesen Umstanden das Vorhandensein der Station (6) liefert. 



bez. nach (3), (2) 

- - (<),(3).(4).(5) 

- - (*).(2)>C1) 

- - (5), (2), (3) 

- - (2).W 

- - (1).(3).(4),(5),C2) 
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2. 
Es isl sehr leicbt zu finden, dass die Station (6) io diesem beson- 
deren Falle nur zwei Bediagungsgleichungen liefern kann , und dass 
diese Seilengleichungen sein müssen. Um diese zu erhalten ßlhre ich 
zuerst die Hulfswinkel (6) (3) (i) ^ x und (6) (2) (t) = y ein, die auch 
in der Figur angedeutet sind , worauf die Dreiecke (4) (3) (6), (i){2)(3), 
/1)(2)(6) die folgenden Gleichungen geben 

um _ »in * 







raoi 


•n. [Hl,- 


-{<!.] 








{")(•) 


■m [(1), 


-Wii 








(M(») 


«1- [(•). 


-cw 








CK«) 


■l» [(<!•■ 


-(•).] 








CK«) 


M, 






aus 


welchen die 


Bedingungsgleichung 










. Binaisi« 


i[f*)i-(M,l»iP[(«)B- 


-(•1.1 



ilnti .Hi[(l),-(»J .ta[(l|,-ll|,] 
entsprinf^, die aber die beiden nichl beobaciTtetea Winkel x und y 
enlhSiU. 



Eine zweite Bedingungsgleichung ergiebt sich aus den Dreiecken 
(3)(1)(6), (J!)(3)(t), (3}((](6), und zwar erhIlU man zuerst die Gleichungen 

|4);l| _ lia [H|,-[||,-»] 
(IHM ~ .1. [dli-dlnl 
(l)(l) .1» [(!),- H),] 

H](l] °" .«[(ll.-dH 

|l|l«l _ .l. [H|,-|l), ] 

(lim — nsa 

WO der Hulfswinkel z s= (4)(2)(6] ist. und hieraus 

, _ im [(l|.-HI,j »ia [(Ih-Illi-»! .In [Hl,-|l|il 
.li...llK<l>-(')i)'in|Ill,-tl|,] 

in welcher die nicht beobachteten Winkel x und z vorkommen. 



i. 

Eine dritte Bedingungsgleichung gewähren die Dreiecke (i)(5)(6), 
(S)(»)(5). (S!)(5)(6). nemlich zuerst, nachdem die Winkel (6){»){6) = o, 
und (6)(3](5] as w gesetzt worden sind, die Gleichungen 
( .!(.) ginn 

(lim ~ ■loon.-m.j 

CK'I _ '!■ [('!. - (').] _ 
(t)(Bl — .in [(114-(<)J 

mm »m [[»).- dl.] 

i»)(«i — »»• 
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"[(«)a-W »Jiio[(ai«-(*)«] 



Sil) w .in [(il*-(4),] »ia [(41e-(«)B] 

aus welcher wieder die nicht beobachteten Wlakcl u und w zu eliroi- 



Fiir die Elimination der einf^eflthrten nicht beobachteten Winkel be- 
kommen wir aus der Figur die folgenden Gleichungen. Das Viereck 

(()(2){6)(3) giebt 

360« = j, + I + («), - (1), + (2), - (5), 
Das Viereck {2)(5)(t)(6) giebt 

360« = o + «, -1- (2), - (()s + (6), — (3), 
und der DreieckepuDltt (2) giebt 

z + j, = (3), - (I), 

" + » = (t)5 — ())! 

und hieraus bekommt man 

j,=(l). _(2), +{5V-(S!)e-x 
z =: (2), - (4)t + (3), -H)2 + (2)« - (5)6 + a: 
w ^ (2), - (<). + (4), - (4), -1- (2), - (5)e + x 
u = {\), - (2). + (1), - (4), + {\), - (2), + (3)« - {% - X 
oder wenn man Docb das Dreieck (3](4)(6) zuzieht, 

u ^ 180« + (3)3 - {1)a + (3)* - (1)4 + (3)« - (2)« - x 
welcher Ausdruck etwas einfacher ist, wie der vorstehende. Die Sub- 
stitution dieser Ausdrücke in die vorher gefundenen Bedingungsglei- 
chuDgen bringt diese auf die folgende Form, 

i _ »loa^ilii[(tl,-(t)J»ln[«),-(B),] 

sin [(l},_(i), + (9)a-()j|,-ar] Bio [(lla-|i|a] »in l(«)6-(')»l 

\ sin [[8),-(i)i] sin [(l )a -(i)3-j;] »in [(S)«-;ilgl 

sio[(l),-[)),+(il,--[i)j+{i)a-[s)B+a;]8in [(Sl3-(<la] «io [(«Js-(*Je] 

j _ sin [(«)3-(»1,+ «)«-(I),+(I)b-(»)ii+x] sin [<41,-|l),l aia |(i)«-(«y 

sin [(S),-(1), + {t),_(l),+ (J)B_(5),+a:l «in 1(«1«-(()«| »in [[Oe-W.] 

in welchen nur noch dei* nicht beobachtete Winkel x vorkommt , nach 
dessen Elimination sie zwei von einander unabhängige Bedingungsglei- 
chungen bilden. Die Elimination von x ist zwar möglich aber umslllnd- 
lich, auch wüide sie die Form der Gleichungen gSnzlich verändern. 
Diese Elimination ist aber auch tlberflOssig , denn man kann die Glei- 
chungen in ihrer vorstehenden Form bequem anwenden. 
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Dio Auflösung der ersten Gleichung nach x giebt 

^ 1 «in[(*]»-(Mi]»inril)6-lS)8] i 

i+itnf(l),-(«)j] 8inf(»)B-(*)a] cos[{t)i-lä), + (()B-W8] t 

woraus man durch Hülfe der beobachteten Werthe der betr. Richtun- 
gen den Werlh von x erhält. Die Substitution dieses nebst den Werthen 
der betr. Richtungeo in die zweite uad dritte Gleichung giebt die Werthe 
der beiilen dazu gehörigen F[ ]. Differentürl man femer alle drei Glci- 
chungeo auf dieselbe Art wie in der Abhandlung gezeigt worden ist, und 
dividirt die erste Differentialgleichung durch den Coefficienten von dx, 
so bekommt' man diese Variation ausgedrückt durch die Variationen der 
beobachteten Richtungen, die in der ersten Gleichung vorkommeu. Durch 
Hülfe dieser Gleichung kann man aus den beiden anderen Differentialglei- 
chungen dx eliminiren , wodurch sich die beiden von einander unab- 
hängigen Bedingungsgleichungen der Aufgabe, ausgedruckt durch die 
Variationen der beobachteten Richtungen ergeben. 



7. 

In dem im Vorhei^henden betrachteten Falle entstanden zwei von 
einander unabhängige Bedingungsgleichungen durch die beschriebene 
EinlUbrung des Punkts(6], und Überhaupt werden, wie leicht einzusehen 
ist, m — 3 solcher Gleichungen Vorhandensein, wenn von diesem Punkte 
aus die Richtungen nach m Dreieckspunklen eingescbnillen worden sind. 
Alle diese Gleichungen werden eben so , wie im Vorbeigehenden ge- 
zeigt worden ist, erhallen. 

Nehmen wir jetzt an, dass der Punkt (6) in einem bereits fertigen, 
ansgegtichenen Dreiecksnetze eingeschaltet worden ist, so kommen wir 
auf die Ausdehnung der Polhenot'schen Aufgabe auf den Fall, in wejphem 
man von Punkt (6) aus .eine grössere Anzahl von Richtungen einge- 
schnitten hat, als zur Auflösung dieser Au^be hinreichend und noth- 
wendig sind. Die Bediogungsgleichungen sind in diesem Falle dieselben 
wie oben, nur kann man jetzt nicht die Variationen der von den anderen 
Punkten aus beobachteten Richtungen berücksichtigen, sondern muss 
sich begnügen nur die vom zu bestimmenden Punkt aus beobachteten 
so auszugleichen, dass die Summe ihrer Fehlerquadrate ein Minimum 
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US 



P. Ä. Haiisbk, 



wird. Wie dieses bewirkt wird ergiebt sich aus dem iDhalt der Abhaod- 
luDg von selbst , und braucht daher wohl hier nicht naher erörtert zo 
werden. 



Wenden wir uns jetzt zu der Aurgabe, zu welcher die Tolgende 

Figur gehört. 




Hier wird aogeBommea , dass zwar von den Punkten (5) uod (6) 
aus alle Obrigen Punkte der ^gur eingeschnitten worden sind, aber von 
dieflen die (5) and (6) nicht. Es sollen daher auf der 



SlMkHi (<) die Riditungen 1 


2. bez. noch (8), (4). 


- (S) - - f 


2,3, - - (.l),(4).(l) 


- (3) - - 1 


s. - - (•), (ä). 


- (4) - - ( 


ä,-?. - - (f).(S). (3), 


- (5) - - i 


2,3.4.5, - - (1). (4), (6), (3). (4) 


- (6) - • - ( 


2,3,4.5, - - ((), (2),(3), (4), (5) 



als eingeschnillcn gedacht werden, gleichwie in der Figur angedeutetisl. 
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Da die Punkte (6) und (6) unter andern durch die Messung der 
Winkel 

{M{5)(6) = (3)o - (2> . (6)(5)(i) = (6)> - (3)., 
(6)(6)(2) = (2). - (S). , (5)(e)(*) = (5), - (4). 
vollständig bestimmt sind , so folgt dass, abgesehen von sonstigen Be- 
dingungsgleichungen , die die Figur darbieten kann, die vorhandenen 
Beobachtungen von den beiden genannten Punkten ans vier von ein- 
ander unabhängige Bedingungsgleichungen herern müssen. Diese lassen 
sich auf ahnliche Art wie in der vorhergehenden Aufgabe aufstellen. 



10. 
Die Dreiecke ())(2){S), (()(2)(4), (i)(l)(») der Figur gelien zuerst 

(<}(a) _ «Ina; 

jlldl ilii[H),-(ll,l 

l'll'l _ ■I°IH1>-|%I 
((|(S1 slnv 

und hieraus ergiebt sich 

, ■ipj»iii[m,-(i iii «» [«[.-(»isi 
' = .iiin)ii((«i!-i>ia"i»ii>i.-Mu 

wo X s (t)(2)(5) , y = (<)(i)(S) zwei nicht beobachtete Winkel sind. 



Die Dreiecke (2)(3X5), (2)(3)(4), (3)(4)(5) geben die folgendei 

Gleichungen 

(■IUI _ «li»[l»li-|l|,-«l 

(11(1) — iroldij-m,] 

Ulm _ ■laini.-m.] 

(•IUI «"[(•Ii-Cl.l 

mw _ 'i»[i'i.-i'M 
(•Hsi — liiiim.-di.-»] 

und hieraus erhalt man 

, _ ■lii[l'l.-|i|i-»Hl »[(i| . -['I.Hi»[W .-l'IJ 

' — >ini(»;,-(ii,-i/i«i..[;!:,-!i:,i«.n;!i;i-!i|ji 
wo X und tf dieselbe Bedeutung haben wie im vor. Art. 
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Die Dreiecke (1](2)(6), (l)(2}(4], (1Xi)(6) geben die folgenden 
Gleichungen 







H)[8) siii[(»),-(l),-i] 
H)(I) — Un[|l),_(jy 






(1)11) .lii((l),-(ll.l 

(IHl) = .m|(i)!-ny 






|1)H) _.. •lnl(l|,-(iy 
(lim — .in[H).-(ll.-.l 


und hieraus 








■intOl. 


-(l),-jHJ.[(«|.-(l).l.in|l),-(ll,l 




"i»[HI. 


-[1|.-»1 .i» |(I1,-(11J .in lll,-(!U 



WO wiiKler j = (3)(2)(6), o = (3)(t)(6) zwei nichl beobachtete Winkel 
sind. 



Die Dreiecke (3)(t)(6), (SK3)(t), (S)(t)(6) geben 

[t}(a) ^ alnw 

(DUI — .lii[(ii,-(iy 

I'ICI _ 'In [(11.-111.1 
dim — «»[(lli-dlj 

mci _ "■loi.-ny 
{t)(ii — .i.[(«i,-(ii,-.i 

und hieraus 

■in«. .i»[(ili-|llil .U [(11,- (11,1 



t = 



■■[(•i.-m.— 1 iJii(H).-('i.i ™[(ii.-(«w 
wo z derselbe Winkel ist wie im vor. Art. und w = (i)(3](6) ein hinzu- 
gekommener nicht beobachteler Winkel ist. 



it. 
Die Dreiecke endlich (2)(5)(6), (ä)(l){6), (4)(S)(6) geben 

Cll'l _ »ln[[l|i-(ll,-i-jl 

(l)(51 — 8ill[[.l,-(B)8l 

(•im _ .liil('l«-ll|.-H . 

(«KU — iMn((J).-(ll,-il 

WCl _ .m[(i|.-(' M 

(«im — .iii|(ii,-(i|,-,-.i 

woraus 

, ^D[ll),-(ll,-i-ir] .ln[Ulj-(ll,-vl ■cii[lB|.-[l|,l 

= .iii[(l)4-(ll4-v-«].iii[(l).-(il,-a;].in[(a)e-(5lBl 

hervorgeht , und die Winkel x, y, x, u dieselben sind wie im Vorher- 
gehenden. Hiemit sind die Bedingungsgleichungen erschopll. 
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15. 

Um die eingefUhrleD . nicht beobachteten Winkel als Functionen 
von X darznslellcD , dienen die folgenden Betrachlungen. Das Viereck 
())(ä)(5)(4) gieW 

360" ==x + y + (2), -((), + (2), - (5), 
Das Viereck (2){3)(4)(6) giebl 

360' = u + z + (2), — (1), + (4). — (2). 
Das Dreieck (2)(S)(6) giebl 

180" = (3), _ (1), — i _ 1 + (3). — (2)s + (2), — (5), 
imd das Dreieck (3)(4)(6) giebt 

180» = « + » + (4), - (3). 
Durch die Elimination erhalt man hieraus 

» = (t). - (2). + (5). - (2)> - * 

i = ISO» + (3), — ()), + (3), — (2), + (2), — (6), - » 

i> = 180» — (3), + (t), — (2)j + (l)i — (3)> + (2). - (4),+(5),-n 

w = (3), - (l), + (2), - (i). + (3), - (2;, + (3). - (5). — X 



16. 
Löst man nun die Bedingungsgleichung des Art. 10, nachdem 
darin der Ausdruck Ttir y substituirt worden ist,, in Bezug auf x auf, 
und substiluirl auch die oben erhaheneu Ausdrücke der y, z, u, w in die 
Bedingungsgteichungcn der Artt. 11, 12, 13, 14, so erhalt man 

■ „- _ »nlCii-l'lil »l"l(»lt-|ilsl simH)|-( l|i4.|»|s- |lM 
'S-' — |Bml(ll.-M).l.rni|ll,_|ll,H. I 

(.lnl(«J,-|l),l.lii[«l,-(i)sl(!o.[(ll,-(«),4.ms-|>li] I 






•In [l«)!-!!)!-»] «i" [m.-WJ «in [('l. -l'l»l 






inl('>i-(lli-mi.-(i|i+«)s-Ws+4>l"l(>]!-|'U»lnl(<li-l<]J 
-l'l.-m).-B)a-«l 'In»'!.-!').! ■ 



lnl(«h-|i)i-H».-l>is+l>l.-lil.+»l >'n|(i|.-(«Jd >lnl(>).-(äl.| 

■ l(')^-('l^^-^^l^-|lll^-Wi-(^l»^■l'l^-P).-»l■l|l[Wi- |l|.l^i■ I15).H'J|L 

nl(>li-(>)2+(«:s-(«l«+l>)«-(»)i-=il»i"l('l.-m.l»i"l('!«-(«)ii 



, _ ■m|i'ii-('i.-K'i.-[':.i»iiiiiii.-nii-mi«-ii)i-H'i»-i'i5+»'Hi'iB»i«-ii).i 
■" •i'>i(»s-mi+ni«-(<i.]"uH»i,-n],-»i!iiii(ii,-i»)d 

die vier von einander unabhängigen Bedingungsyteichungen gleich 
kommen , und in der Anwendung eben so behandelt werden müssen, 
wie die ähnlichen der vorhergehenden Aufgabe. 
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17. 

WeDn auf diese Art in einem bereits ausgeglichenen Dreiecksnetze 
zwei Punkte eingeschnitten werden , so fallen in den Differealialea der 
fiedingungsgleichungen wieder die Variationen der von den Punkten 
1, 2, 3, 4 aus beobachteten Richtungen weg, und man kommt auf den 
Fall, in welchem bei der Anwendung der Au^abe, die ich in den Aslr. 
Nachr. B. XVIII gegeben habe, man sich mehr Data verschafft hat, wie 
hinreichend und nothwendig sind. Da die wettere Behandlung tbeils 
aus dem lahall der Abhandlung Tolgt, theils auf andere Art von mir 
a. a. 0. ausgeführt worden ist, so braucht sie wohl auch hier nicht 
erörtert zu werden. 



Suppl. 7. Berichtigung eines in der Abhandlung 
vorkommenden kleinen Misgriffs. 

Im Art. 149 wird gesagt, dass fürffii=oo der mittlere, und der 
wahrscheinliche Fehler einer Beobachtung Null werdeo. Dieser Salz ist 
dahin abzuändern , dass bei stets wachsendem m die Wertbe der Quo- 
tienten ^--- und — nach einer und derselben Grenze hiostreben. Diese 
Berichtigung hat übrigens keinen Einfluss auf die in der Abhandlung 
folgenden S 
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Suppl. 8. Berechnung A.eTßr,l% , etc. und der 
{LM), etc. ohne Zuziehung der ipJ\ , etc. 



In der Abhandlung habe ich gezeigt, dass man die CoefBcienten 
der Endgteichungen auf vier von einander verschiedene Arten berechnen 
kann. Zwei dieser Arten beruhen auf der Zuziehung der »/{f./), , etc., 
und die zwei anderen sind von diesen Grössen unabhängig. Zur Be- 
rechnung der /"(r,/), , etc. und der {l,M) - etc. , welche letzteren bei der 
Berechnung der Gewichte voricommen, habe ich schliesslich nur Ein 
Verfahren, bei welchem die i?(f,/), . etc. gebraucht werden angegeben, 
während die Abhandlung hiefUr schon ein zweites Verfahren enthält, 
welches von diesen Grössen unabhängig ist. Dieses soll hier ausgehoben 
werden. 



2. 

Zur Berechnung der Coefficienten der Endgleichungen ohne Zu- 
ziehung der ii[r,I), braucht man die unbestimmte Elimination der Sta- 
tionsgleichungen, wie man gesehen hat, nicht ausgeführt zu haben , will 
man aber auch die f[r,T), , etc. und die (/,Af}, etc. ohne Anwendung 
jener Grössen berechnen, so muss vorher jene unbestimmte Elimination 
ausgettlhrt worden sein. Ich mache daher den Anfang damit die Aus- 
drücke der Coefficienten dieser anzusetzen, die ich aus dem Art. 37 der 
Abhandlung entnehme. Bezeichnet man diese Coefficienten, um Ver- 
wechselungen vorzubeugen, mit {1,1j, \^,^\, etc. j8,2j, etc. etc. und 
lässt die Glieder weg, die zufolge des »ersten Verfahrensa immer Null 
werden, so gehen die angezogenen Ausdrucke in die folgenden tlber. 



l'.'l=,ö, 




1<,21=0 




H,3|=0 




etc. 




Ab)...dl. d. K. S. G«.llKh. 


d. WIlMDKh. XIV. 
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l«'2| =ii:bi+ 


-^ 


1»"+ (5.M) l^+ ,Wt^+ ■■ 


jä.3| = 


r 

(*.*.a) 


' * 15, V) >■' + ,.,1,5, »■ +■■• 


|s.*i = 


l'.t.i) 


■*-(^*'+S&1^+ ■■ 


|2,6| = 




p&r +^'' + --- 


|2,6| = 




(5.6.5) ^ 


etc. 




elc. 


''•'I =(T,Y,ir"'" (T.mT 


'■' + P,M) 


r" + SCT) / + ■ • ■ 


13.*l = ;t!;^ 


(5.5,4) 


*'+ ,Ä^' + -- 


13.51 = 


(5.6,4 


-^ '•-■■■ 


|3,6| = 




(^ -•■• 


elc. 




MC, 


i*'*! (4.4.8) "*" (5.5.4) 


'^'+,if^ 


<>' + ... 


l*.^l = ^ 


"•" («.5.B 


«'' + ... 


l*.6| = 


(5,5,5 


+ . .. 


elc. 


elc. 




I''.»l =(5r5:v7+ wh' 


«'+... 




|6'«l = WM 


-1- . . . 




elc. elc. 






M=d,i)+--- 






etc. 







die man beliebig fortsetzen kann. 



Wenden wir uns jetzt zum Art. 35 der Abhandlung, und fUbren in 
die dort filr {atj). (ßt}). etc. gegebenen Ausdrücke die spater angewandte 
Bezeichnung ein, so werden sogleich 
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/tä./).=|2,2|.,(2,/),+ |2,3|.,(3,/).+ j2,*|.,(4,;). + |2,5|.,{S,7),+- 
/(3,/),=12.3|.7(2,/),+ |3,3|.9(3,/),+ |3,i|.«(4,7).+|3.5|.5(6./),+... 
/(*,;). = 12,4|,9(2./).+ |3.4|.g(3,;).+ |i,*| 5(t,/),+|4,6|.?(S./).+... 

«6,/),=|2.3|.?(2./),+ |3,5|.,(3./).+ |*.6|.,{t,/).+|6,5|.,(5,/).+... 

etc. e(c. . 

die durch «Itmahlige Vertanschuag der / mit //, ///, etc. auf alle Bedin- 
gungsgleichungen ausgedehnt werden müssen. 

4. 

Die 7,«r Berechnung der Gewichte erforderlichen (/.Jtf), (//,itf}, etc. 
findet man in demselben angezogenen Art. der Abhandlung wie folgt. 

(7,J/) = ^| /(i./},.ft(1),+ m,I)..k{i).+ /(3,/),.Ä(3).+ ---i 

(//.A/) ^ 2;\ |{^.Il\. kH).+ i[%ji),. k{i),+ /(3,//)., fe(3),+ . . -i 

(///,tf) = i-|/II.W/).. ft{1).-H f{%!ll\. fe(2).+ /(3,///),. M3}.+ ■ ■ .} 
etc. etc. 

wo das SummeDxeichen sich auf s bezieht. Bei der Anwendnng dieses 
Verfahrens wird zwar die BerecbniiDg der >/{t',/),, etc. Überflüssig, aber 
dafür tritt die uni>esti[nmte Auflösung der Slationsgleichiingea ein. 



SuppL 9. Die mit «, /?, y, etc. nebst angehängten 
Striclien bezeiclineten Grössen 1i>etreffend. 

Von deo io der üeberschrift gcnanDten Grössen kommen in der 
Abhandlung zwei Systeme vor. Das erste dieser, welches sich bei der 
Auflösung der Stationsgleichungeo unmittelbar et^iebt, ist das folgende : 
a , ^ , y , (f , etc. 
^, /, d", etc. 
y" , d" , etc. 
<J", etc. 
etc. 
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und das zweite, welches aus jenem berechnet wird ist 
«' , a" , a , a" , etc. 
^ , f , f , elc. 

d"" . elc. 
elc. 
Dieses letztere wird vorzuglich zur Bei'echnung der Uf(1), U'(S], etc. aus 
den reducirlen Slationsgleichungen, so wie bei der Berechoung der 
ij{r,I),, etc. und der /'(r,/),, elc. gebraucht. Auch ist gezeigt worden, 
wie die Coetficienten der upbestiminteii KliminatiOD von diesem System 
abhüngen. Hier werde ich zeigen, dass alle betrefienden Ausdrücke so 
umgeformt werden können, dass sie von dem ersten System der obigen 
Grössen abhängen'. 



S. 

In den Ausgleichungen auf den Stationen habe man die Rechnung 
bis zu den reducirlen Gleichungen fortgesetzt, nemlich bis zu dem System 
von Gleichungen, in welchem jede Gleichung Eine Unbekannte weniger 
wie die nächst vorhergehen de enthält. Es werden hiebei, wenn das 
erste Verfahren der Abhandlung angewandt wird, alle a nebst ^ ^ 
sein, und man bekommt hierauf statt der in der Abhandlung angege- 
benen , von {f, ^\ etc. /'", ;-"', etc. S' etc. abhangigen Ausdrucke die 
folgenden, 

«*(<) = — % 

»(2) = —X -^ + / '"{4} + ^ «»(5) -I- c" »(6) - 

«.(3) =s - z'" + / »{*) + «T «.{5) -I- c" «.(6) - 

tt(4) = — / + fi" »(5) + «" »(6) - 

w(5) = ~ X -¥• e i»(6) - 

«.(6) ^ —%"■ 

etc. etc. 

die eben so leicht wie alle Übrigen Ausdrucke auf eine beliebige Anzahl 

von Unbekannten ausgedehnt werden können. Bei der Anwendung die- 

ser Ausdrucke muss man bei der letzten derselben anfangen, und darauf 

die vorletzte u. s. w. berechnen. Diese Ausdrucke sind nichts weiter 

wie die auf die Stationsgleicbungen angewandten, und anders aufge- 

stetllen Ausdrucke des Art. 49 oder bez. 1 42 (S. 214) der Abhandlung. 
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Durch Hülfe der zwischen den hier in Betracht stehenden beiden 
Systemen slallSodendcn Retalionen findet man durch die Elimination 
leicht, statt der in der Abhandlung angegebenen Ausdrücke, die fol- 
genden, 

,(1,/). = qH.I). 
,(2,/). = ,li.l). 
,(3./). = ,(3,/). 

viiJ). = /,.i(ä,/). + r'.M».!). + ?(».'). 

,(6,/), = ir,.,(2,/). + J'...,(3,/). + a-',. !,(»,/). + g(5,/). 

,(6,/), = .-..,(2,/). + .-,..,(3,/).+ .",.,{i,/). + .'..,(6./), + 5(6,/). 

etc. etc. 

bei deren Anwendung von der ersten angerangen wird. Ferner giebt 
eine leichte Elimination 
/ii,/).=0(i,/), 

0(2.1). +/,,/(i,/).+j-../(5,7).H 

«3,/). +r-. ./[*:'). +'r../(8,/).H 

0(i.;),+*'../(5,/).H 

0(5./). ^ 



/!2./),= 

«6,/).= 
/I6,/),= 



die denen fitr die h'(I), w(2), etc. völlig ähnlich sind, 
umgekehrter Ordnung zur Anwendung kommen. 



../(6.').+ 
.•/(6.').+ 
..«6./).+ 
,./l6,/),+ 
0(6,/),+ 
etc. 
und wie diese in 



Die l)ei dei' Bei-echniingderGewictite erforderlichen mit (tf,1)., elc. 
bezeichneten Grössen werden eben sowie>/(l,/}, , etc. berechnet. Nemlich 

(tf,i). = k{l). 



■ M8).. 



{«.i). 


= *(2), 










(«.3). 


= 4(3). 










(«,»). 


= /,■ {«.2). 


+ r', 


. («.3). 


+ *(»). 


(«.3). 


= *■.. (M,S). 


+ ■)". 


(«.3). 


+ *". 


(«f.»). 


iUfi'. 


= «V («.2), 


-•- *"• 


{M.3). 


+ e". 


(tf.*). 


etc 













• t"..(M,5). + t(6). 
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5. 
Endlich bekommt man für die CoelBcienteD der unbestimiiiteu Eli- 
mination die folgenden Ausdrucke, die ich mehrerer- Deutlichkeil- wegen, 
uod um sonst erforderliche, compticirle Bezeichnungen zu venueideo, 
ausdrücklich ßlr sechs Unbekannte hinschreiben werde. Die Ausdehnung 
derselben auf jede beliebige Anzahl von Unbekannten bietet nicht die 
geringste Schwierigkeit dar. 



|2.6| = 


/ 


l*.6| 


+ *■ |5.6| + { 16.6| 


|3,6| = 


/ 


|t,6j 


+ iT |3,6| + .- |6,6| 


H,6| = 






d" |5,6| + j-ie.ei 


|6,6i = 






.' |0.6i 


|6,0| = 






(8,6,5) 


|2,5] = 


/ 


|t,5| 


+ H |5,6i + t |5.6| 


|3,S| = 


/ 


|4.6| 


+ cT 15,61 + (- (5,61 


|i,6| = 






i)'"|S,5) + f"|5,6| 


15.5| = 


/ 


IUI 


iris- + '' IS."! 


|ä.*i = 


+ if |4,5| + «■ |*,6| 


|3,ij = 


f 


|t.*l 


+ <r|i,6| + .- j4,61 


l*.*l = 


(M 


"ij 


+ <r' |4,5| + ." |4,6i 


|S,3j = 


/ 


|3,4| 


+ g |3,5| + «• |3.6| 


l''*.3| =,^ 


^+f 


|3.»l 


+ <r |3,5j + .- |3,6| 


m =ST 


Tr+''' 


Ts.*i 


+ S' (S,S| + «- |S.6| 



!'■'! = Ü7T 
Diese haben wieder mit einigen der vorhergehenden Aui^-di-Ucken grosüi.' 
Analogie, und bei der Anwendung derselben mus» nian wieder in jeder 
Abllieilung bei der letzten Gleichung anrangen. 

Von den vorstehenden Ausdrucken brauche ich keinen Beweis hin- 
zuzufügen, da sie nicht weiter als das in ausdrückliche Formeln gebrachte 
Verfahren der unbestimmten Elimination sind , welches ich in Schuin. 
Aslr. Nachr. B VIII. No. 192 gegeben und bewiesen habe. 
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Suppl. 10. Das BeobaehtungSTerfahren betreffend, 

welches Gfauss in der Hannoverschen Gradmessung 

angewandt hat. 

(. 

\is ist genugsam bekannt, dass Gauss bei der Gradmessung, die 
er in den SOger Jahren in HHnnover ausführte, in Bezug auf die Beob- 
achtungen selbst ein eigenthUmlicbes -Verfahren angewandt hat. Die 
Beschaffenheit dieses Verfahiens hat er jedoch nie vollständig derOeffent- 
lichkeit Obergeben, denn Alles, was er darüber veröffentlicht bat, besteht 
in einem dem Art. 22 seiner Abhandinng »Supplementuni theoriae com- 
binationis observationum erroribus minimis obnoxiae, << einverleibten 
Passus, aus welchem sein Beobachtungsverfahren durchaus nicht mit 
Bestimmtheit erkannt werden kann. 

Da Alles, welclies von diesem Gelehrten ausgegangen ist, die grosste 
Beachtung verdient, so ist man sehr darauf gespannt, zu erfahren, ob 
nicht in seinen hinlertassenen Papieren sich Auskunft darüber vorfin- 
den sollte. 

Ä. 

Kin wissenschaftlicher Freund , welcher sich in der Lage befindet, 
hierüber um Kheslen Auskunft ertheilen zu können, machte mir kürzlich 
eine milndliclie Miltheilung darüber, die ich hier, seinen Worten mög- 
lichst getreu folgend, aufnehme: Gauss hat Winkel beobachtet, und 
zwar nach dem Wioderholungs verfahren. Er hat jedes Mal den zu 
messenden Winkel nicht nur selbst, sondern auch dessen Supplement 
zum Umkreise gemessen. Er hat nicht nur die Winket zwischen je zwei 
einander zunächst liegenden Ureiecksseiten, sondern vielmehr alle Win- 
kel zwischen je zweien der auf der Station zusammen tre^nden Drei- 
ecksseiten gemessen. 

3. 
Ich stelle dieser Benachrichtigung zuerst den oben erwähnten Passus 
des » Supplementuni etc.« gegenüber, welcher seinem ganzen Wortlaute 
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nach der folgende ist. Nachdem Gauss von den BediDgungsgleichungen. 
die ein Dreiecksnetz darbietet, geredet hat, föhrt er fort : » Stlentio tarnen 
apraelerire nort possuoms monitmn , qaod Üieoria no$tra, n applicatio pura 
'atque rigorosa in votis est, suppoml, quantilates per v, v, v", etc. degigna- 
»las revera vel imme<üate observataa esae, vel ex observaUonibug itaderivatas, 
>uf inter se ind^endentes maneant, vel Kaltem tahs censeri pogsint. In praxi 
i>vulgari observantur anguli triangulorum ipsi , qui proin pro v, v, v, etc. 
saccipi possunt ; sed memores etse debemas , st (orte systema insuper con- 
«tineal friangula lalia , quorum anguli non sinl immediaie observaU, sed 
«prodeant lamquam summae vel differentiae angulorum revera observaiorum, 
aillos non inter observaiorum numerum referendos, sed in forma con^osi- 
»Uoms suae in cakulis relineridos esse. Aliler vero res se habebil in modo 
oobservandi ei simili, quetn sequutus est clor. Struve [Ästr. Nachr. II p. i31) 
»ubi direcliones aingulorum laterum ab eodem verUce profidscentitan oblinen- 
ntur per comparalionem cum una eademque direclione arbiü'aria. Tunc 
nscilicel hi ipai anguli pro v, v, v, etc. acäpiendi suni, quo pacto omaes 
uanguU triangulorum in forma differentiarum se afferent, aequationesque 
»conditionales primi generis, quibus per rei naiuram sponle satisfit, tamqutmi 
»superßuae cessabunt. Modus observationis, quem ipse sequutus «um m dimen- 
»sione triangulorum annis praecedenltbus perfecta, differl quidem tum a prio- 
eritum a posteriori modo, attamen respectu effeclus posteriori aequiparari 
»polest, iiatUin singulis stalionibus directtones lalervm inde proßciscentium 
»ob initio quasi arbitrario numeralas pro quantHatibus v, v\ v, etc. acäpere 
Moporleal. Duo jam exempla elaborabimus , (Ulerum ad modum priorem, 
»allerum ad posteriorem per lineng.« 



4. 

Betrachten wir hierauf die obige im Art S enthaltene Mittheilung, 
so begegnet uns zuerst der Ausdruck, dagg Gauss nicht nur die Winkel 
selbst, sondern auch ihre Supplemente zum Umkreis gemessen hat. Die- 
sen letzteren Ausdruck meine ich dahin erklären zu dürfen, dass Gauss 
bei seinen Messungen eine gewisse Anzahl der einzelnen Messungen 
der Winkel so angestellt habe, dass er die Alhidade des Theodoliten 
von der Linken zur Rechten, und eine eben so grosse Anzahl von Ein- 
zelnmessungen so, dass er die Alhidade von der Rechten zur Linken 
bewegt habe. Denn dieses kommt in der That der Messung des Sup- 
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plemenls der Winke! gleich, und ist nur eine verflndeileAusdracksweise 
da^tr. Dieses Verfahren wurde schon, ehe Gauss seine Gradmessung 
anfing, von verschiedenen Aslronomen bei ihren geodätischen Messun- 
gen angewandt, es wird schon lange als ein unerlässliches Erforderniss 
angesehen, und wohl stets angewandt. 

Gehen wir nun aber die Miltheilung ihrem ganzen Inhalte nach 
durch, so scheint es, als liesse sie sich mit dem üben angeführten Passus 
von Gauss nicht in Einklang bringen . da er darin sagt . dass sein Ver- 
fahren von dem von ihm zuerst angelUhrten, — dem Verfiihren der 
Winkelmessungen — verschieden ist , und mau dadurch leicht aaf den 
Schliiss geführt wird, dass er überhaupt nicht Winkel gemessen habe. 
Dieses war der erste Eindruck, den die genannte Mittheilung auf mich 
machte, aber nach einigem Nachdenken 'darüber kam ich darauf, dass 
diese Mittheilung mit dem angeführten Passus von Gauss sich in voll- 
standigen Einklang biingen läset. Dieser Passus, der sonst einige Dun- 
kelheit darbietet, wird zugleich vollständig aufgeklärt. 

Zwar kommt ein Nebenumstiind mit in Betracht der etwas störend 
auftritt; diesen werde ich weiter unlen angeben, und zuerst die Zusam- 
menslimmung der zwei scheinbar sich widerstreitenden Stellen ent- 
wickeln. 



Es liegt an der Hand, dass man jede Winkelmessung als einen 
Gyrus betrachten kann, in welchem zwei Richlungen beobachtet worden 
sind, und ich habe in der oft angezogenen Abh^mdlung gezeigt, dai^s 
man diese Eigenschall dazu benutzen kann, um die Gattung von Bedin- 
gungsgleichungen , die Gauss die der ersten Gattung, ich aber locale 
genannt habe, aus der Reihe der Übrigen, die sich auf das Dreiecksnetz 
selbst beziehen, auszuscheiden, und in den Ausgleichungen auf den 
Stationen vollständig zu berücksichtigen. 



Seien nun auf einer Stalion ii Gei^enstände zu beubachlen, und habe 
man alle Winkel zwischen je zweien dieser unabhängig von einander 
beobachtet, dann sind überhaupt t"":*lj"~*! Winkel beobachtet worden, 
zwischen welchen -"-~J."j:^_ locale Bedingungsgleichungen stall linden. 
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Folgt man nun der in der Gausstschen Abhandlung ausdrucklich gege- 
benen, und in Bezug auf die darin vorkommenden Eraycnhof sehen Drei- 
ecke angewandten Begel, so muss man diese Bedingungsgleicbungen 
[lenen, welche das Dretixkenelz giebt, anreihen, und kann darauf das 
Gaussische, in derselben Abhandlung eutwickelte Ausgleichungsverrah- 
ren anwenden. 

Zerlegt man hingegen , wie in meiner oft angezogenen Abhand- 
lung erkltkrt, und im Art. 107 durch ein Beispiel erlitutert isl , diese 
Winkelbeobachtungen in Bichlungsbeobachtungen, so erhalt man """'' 
Gyri von je zwei Richtungen, die von einem beliebigen Anfangspunkt 
i^ezähll werden können. Man findet leicht dass in diesem System von 
GyiiB jede Richtung n — ! mal vorkommt. Es muss nun, ehe man die 
verschiedenen Slalionen mit einander verbinden kann, die Ausgleichung 
auf der Slalion vorgenommen werden , und diese werde ich nach dem 
ersten von mir gegebenen Verfahren ausführen, 

7, 

Die Gewichte der Beobachtungen an sieh oder die der Dacklen 

Bcobi)chtiingen sollen einander gleich gesetzt, und demzufolge in Bezui: 

auf die Richtungen 

p = p' = p^ ^ p' := etc. = 1 

gesetzt werden. Zufolge des Art. 67 meiner Abhandlung werden 

hierauf 

P = I\ = etc. = 2 

= Q' = etc. Ä n— 1 

•^Ä i^=a elc = -- 
p — p =* eic. — , 

und nach dem Art. 69 

{PP) « ip'p') =elc. =«= "7' 
{}¥) = ip'p") = etc. = -^ 
welfbe letzte Gleichung sich überhaupt auf alle {pp) bezieht, in welclien 
die bfiden p ver-schiedenarlige Striche haben. Zu mehrerer Deutüclikcil 
werde ich daü Tüfelclieo dei' (pp) aufstellen, welches in dorn in Rede 
siebenden Falle immer die folgende l-oriii haben wird. 
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P 


p* 


p" 


pT" 


elc. 


r 


"7^ 


T 


T 


■i 


etc. 


p' 




»—1 


^ 
1 


4 


etc. 


v" 






n—1 
i 


y 


etc. 


!>'" 








n—l 


etc 


elc. 










elc. 



Wenden wir uns nun ziioi Inhalt des Ait. 76 derseJben Abhandlung, und 
beäliininen diu duil mit iV, iV, elc. bezeichneten Grössen grade so wie 
dorl tingegeben ist, dann finden wir 

y ^ N' = y = etc. = etc. = yi 
und die CoerScienten der Eodgleichiingen auf der Slation werden 

(aa) = (b6.1) ^ {cc.2) = etc. = y 
nctiea welchen all» CoefBcienten, in deren Bezeichnung zwei verschie- 
dene Biichslaben vorkommen = sind. Die Verbesserungen der vor- 
läufig angenommenen Werlhe der Richlungen werden daher 



wm: 



.üü 



„(3) =-Äl 
etc. 
Alle in 4ler Abhandlung mit a, ß, y, etc. nebst iingehänglea Strichen 
bezeichneten UiOssen werden Null, und das allgemeine dort entwickelte 
Au^gleichungsverfahren verwandelt sich in das specictie Gaussische. 
Der hier entwickelte Fall fügt dabei' den beiden in den Artl. 77 und 78 
entwickeilen ahnlichen Fallen einen diitlen hinzu. 



Jetzt laset sich der hier im Art. 3 angeführte Passus von Gauss 
vollstöndig erklaren Gauss s<igl , er habe nicht das von ifim zuerst an- 
geführte Verfafu-eo dei- praxi» vulgaris bcfolyi, welches, wie man weiss, 
damals darin bestand, dass man die Winkel zwischen je zwei einander 
zunächst hegenden Drctecksseiten maass, und höchstens hie und da die 
Messung von Summen dieser Winkel, und die Krganzungen im ganzen 
Umkreis (oder Horizont) hinzufügte. In der That hat er . zufolge des 
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Vorhergehenden, sich Dicht damit begnügt, in einzelnen Fallen die eben 
genannten Summen und Ergänzungen zu messen, und er konnte daher 
sagen, dass sein Verrahren von der praxis vulgaris verschieden sei. 
Gauss sagt Terner, er habe auch nicht das zweite vorher von ihm ange- 
Aihrte Verrühren, nemlich das von Siruve angegebene Verfahren der 
Richtungsmessungen, angewandt. Er hat, dem Vorhergehenden zufolge, 
in der That nicht Richtungen gemessen. Die dritte Angabe von Gauss, 
dass sein Verrahren re^ectu effectus dem Verfahren von Struve gleich 
gestellt werden könne, hat sich durch die ßntwicketungen des vor. Art. 
auch bestätigt. Nur muss hier freilieb hinzugefügt werden, dass in Bezug 
auf diesen Punkt stillschweigend vorausgesetzt ist, dass man bei An- 
wendung des Siruve'schcn Verfahrens in jedem Gyrus alle Richtungen 
eingeschnitten habe, denn solUe dieses nicht der Fall sein, so wäre die 
Wirkung eine andere. 



Ich sehe mich zufällig in den Stand gesetzt . den hier gegebenen 
Entwickclungen ein factisches Beispiel hinzu fügen zu können, tu Schum. 
Astr. Nachr. Band IX. No. ä05 u. 30G habe ich die folgende Aufgabe 
gelost: »Wenn man zwischen einer beliebigen Anzahl von Punkten 
»ringsum im Horizonte (oder allgemeiner in einer und derselben Ebene) 
»die Winkel zwischen je zweien derselben gemessen hat, die Beobach- 
nlungen so auszugleichen, dass die Summe der Quadrate der Verbesse- 
nrungen ein Minimum wird.« 

Üiese Aufgabe ist in der That diosolbe, die ich hier im Art, 7 ge- 
löst habe, nur ist Jone Auflösung von dieser durchaus verschieden. Ich 
habe a. a. 0. ein faclisches Beispiel hinzugefügt, welches darin besieht, 
dass ich am 3t. MSrz 1827 die Kadeoabsiande im Meridiankreise der 
hiesigen Slornwarle den Forderungen der oben angeführten Aufgabe 
gemüss gemessen habe. Dass die Veranlassung zur Lösung dieser Auf- 
gabe von Gauss herrtlhrt, habe ich am Schlüsse meines Aufsatzes aus- 
gesprochen, und es geht aus den Aufklärungen, die der gegenwärtige 
Aufsalz gtebl, hervor, dass Gauss mir schon damals im Grunde sein 
Verfahren bei seinen geodätischen Vermessungen milgetheilt hat, nur 
hat er diese Anwendung verschwiegen, und blos die Anwendung auf 
die Bestimmung derFadenabslSndcin den Meridianinslrumenten genannt. 
Den Tag, an welchem Gauss mir diese Mittheilung machte, kann ich 
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jetzt nicht mehr erinoern, aber aus dem Umstände, dass die Beobach- 
tungen meines Beispiels im Harz des Jahres 1827 angestellt woinlen 
sind, verbunden mit anderen Erinnerungen aus jener Zeit, die ich noch 
vollständig im Ged&chtniss habe, darf ich schliessen, dass die Mitthei- 
lung im Laufe des Jahres 1 826 erfolgt ist. Ich werde nun die.<ics Bei- 
spiel nach der hier gegebenen Methode berechnen. 



10. 



Die Beobachtungen sind die folgenden : 

Faden (2—1) Gemessene Winkel 3690 

- (3— S) - - 3006 

- (♦_,•)) - - 1808 

- (8—4) - - 1823 

- (6_5) - - 1723 

- (7—6) - - 179,S 

- (8—7) - - 3293 

- (9—8) - - 3395 



(3-1) 


- 6630 


(t-2) 


- 4883 


(5-3) - 


- 3648 


(6-4) 


- 3670 


(7-8) - 


- 3828 


(8-6) - 


- 5086 


(9-7) - 


- 6683 


' (t-<) 


- 8438 


(5-2) 


- 6713 


(6-3) 


- 5390 


(7-4) - 


- 5353 


(8-6) 


- 6828 


(9-6) 


- 8476 


(6-1) 


- 10280 


(6-2) 


- 8438 


(7-3) 


- 7188 


(8-4) - 


- 8656 


(9-6) 


- 10223 
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n (6—1) Gemessene WmkeMS026 


(7-ä) 


- 


- 


1 02SS 


(8—3) 


- 


- 


10463 


(9-t) 


- 


- 


12056 


(7-1) 


- 




13828 


(8-2) 


- 


- 


13623 


(9—3) 


" 


;- 


13861 


(8-1) 


17118 


(9-ä) 






169(8 



- (9—4) - - 20478 

Diese BcobachlungeD hübe ich a. a. 0. in Einheiten des Umlaurs der 
Mikrometersch raube lies iingowandten Heliometers ausgedrdckl , hier 
habe ich zur Vermeidung der Nntlen, die sonst in den Bechniingen zum 
Vorschein kommen würden , den ttutsemlslen Thcil dieses Umlaufs zur 
Einheit gewählt. 

\\. 
Es mössen jetzt zuerst durch Additionen der gemessenen Winkel 
die ihnen entsprechenden' Richtungen berechnet werden , deren erste 
willkjihrlich ist, und fUr welche ich daher den Werth 1000 annehmen 
werde. Hieraufsind vorläufige Werthe der Richtungen nach .Gutdünken 
anzunehmen, und die Unterschiede dieser mit den beobachteten Wer- 
tben zu berechnen. Die Form, in welcher diese Rechnungen aufzustellen 
sind, ist am Zweckmässigsten die der ersten SlationstSfelchen der Ab- 
handlung, nur wird im gegenwärtigen Falle dieses T9fel<^en auch die 
beobachteten Werthe der Richtungen zugleich enthalten mllssen. Dieses 
Tafelchen ist jetzt das folgende, dessen Cotumnen, die nicht besonders 
überschrieben sind, sowohl die beobachteten Richtungen, wie die Un- 
terschiede dieser von den vorläufig angenommenen Werlhen derselben 
enthatten. 
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t 

8 
:l 
( 
5 
6 
7 
8 
9 


Vorl. 
Werthc 
















1000 
»590 
7656 
946» 
()887 
(3010 
44808 
48(04 
«4 496 


4000 


4590 



4590 


7656 



7656 


9464 



9464 



4 4287 




! 
i 

1 

((28; 1 

i 

(3040 1 (30(0 

1 

1 (4808 

i •* 




( 

3 

4 
5 
6 
7 
8 
» 


44808 


(8404 



4 8404 


24496 



4000 


7630 
—26 


4590 


9473 
+9 


7656 


l(30( 
+ (4 


9(64 


43034 
+24 


4 4287 


4 484 5 
+7 




4 

3 
i 
5 
6 

7 


430(0 



4 4808 



4 000 


9438 

-S6 


4590 


4 4303 
+46 


7656 


(3046 
+36 


9464 


44847 
+9 


44287 




43040 
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Vorl. 
Werthe 
















8 


18095 
—6 


2149 f 
—5 










18116 
+14 


81486 
■- —10 




«000 


(1S80 

-7 


4590 


43028 
+18 


7656 


14844 
+36 


9464 


4 8480 
+49 


14887 


81510 
+ (4 


1000 


«3086 
+46 


4590 


14843 
+35 


7656 


18119 
+18 


8 
9 


940» 


+86 


4000 


448S8 
+80 


4590 


18443 
+48 


7656 


8(6(7 

+e( 


4 000 


18118 
+17 


4590 


81638 
+48 


4000 


81478 
-18 





Ich habe hier der leichteren UebersichL wegen alle Zabteo binge- 
schrieben, in der Praxis würde man aber alle Richtungen weglassen 
können, die mit den vorläufigen Werlhen ttbereinstimmen tnUssen. 
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12. 
Das folgende Tafelcheo ist das zweite Stalioostfifelchen , welches 
aur einriiche Weise dadurch aus dem ersten folgt , dass man das arilh- 
mettsche Mittel aus der Summe der Fehler, die jeder Gyrus zeigt, von 
diesen Fehlem abzieht ; eine Beebnung welche sich im gegeowärligeu 
Falle im Kopfe machen Iflsst. 



Xo. des Gynis 1 (t) 


1*) 


m w 


(s; j (6J 


|I) 


L^ 


,., 


) 




















2 






















3 






































































































































+ 13.0 




—13.0 


















-1.5 




+4.5 


















-7.0 




+7.0 


















— 12.0 




+12.0 


















-3.5 




+3.5 


















+3.0 




-3.0 


















+2.6 




-2.5 




+ 13.0 






— *3.0 
















-8.0 






+8.0 
















-18.0 






+48.0 
















— 4.5 






+4.5 












1 


-7.0 






+7.0 










j 




+5.0 






-5.0 




+3.5 






—3.5 














-9.0 




+9.0 














-IS.O 1 


+48.0 






«5 






'— 9.5I i 




+9.6 




«6 






1 


-7.0 








+7.0 


27 


-8.0 










+8.0 








28 




-17.6 










+(7.6 






29 






-9.0 










+9.0 




30 








-13 










+13.0 


31 


-10.0 










+10.0 






3« 




—6.0 


' 




+6.0 




33 






-10.5 










+10.6 


3i 


-8.5 












+8.6 




35 




-21.0 












+21.0 


36 


+9.0 














-9.0 


'te),(fe'),eUi. +IS.0 


—66.0 


-7ö.5'-l-.5 


-6.0 1+55.0 


+5670 


+37.0 


+35.0 



AbtaiHll. i. K, S. I 



1. d. WiiMnirh. XIV. 
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r 


Vorl. 
WerUie 
















8 
9 


18095 
-6 


21191 

—5 










18115 
+14 


81486 
■• —10 


t 
3 
« 
S 
6 
7 
8 
9 


1000 


HS80 

—7 


4590 


13028 
+18 


765« 


14814 
+3« 


9464 


18120 
+ 19 


11287 


81610 
+ 14 


1000 


l:l086 

+16 


4590 


14843 
+36 


7656 


18119 
+18 


1 
2 
3 
4 
6 
6 
7 
6 
9 


9t6» 


S(5«S 
+26 


1000 


14828 
+20 


4590 


18113 
+ 18 


7666 


21517 
+81 


1000 


18118 
+ 17 


4590 


81538 
+42 


1000 


21478 
— 18 





Ich habe hier der leichteren Uebersicht wegen alle Zahlen bJnge- 
schrieben, in der Praxis wtlrde man aber alle Richtangen weglassen 
können, die mit den vorläufigen Werthen Übereinstimmen müssen. 
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12. 

Das Tolgeode Tafelchen ist das zweite StaliODStsfelchen , welches 
auf einfache Weise dadurch aus dem ersten folgt, dass man das arith- 
metische Mittel aus der Summe der Fehler, die jeder Gyrus zeigt, von 
diesen Fehlern abzieht ; eine Rechnung welche sich im gegenwärtigen 
Falle im Kopfe machen lasst. 



No. dfs Gyr» 



(") 



(11 (>I 



17) (8) (9) 



48 
49 
20 



+t.5 
-18.0 



-13.0 
— 4.5 



+3.5 
+8.5 



87 
88 
89 



(te),(£r'),etc. . 



—17.6 

-6.0 

— ( 

-81.0 
-66.0— ■ 

i S. nmllKh. d. WiiHDifh. \IV. 



M7.5 
1-10.0 



-1-81.0 
-9.0 
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Da hier n^9 ist, so wird zufolge des Art. 7 

»(1) = H- ixlä.O . ib(2) = — JX66,0 , elc. 
oder 

u{\] = + ä.67 
«.(2) = — ) t.67 
«,{3) = — 16.78 
11,(4) = — 10,65 
11,(6) = — 1.33 
«,(6) = + 12.22 
«,(7) = + 12.i4 
»(8) = + 8.22 
11,(9) = + 7.78 
und fügt man diese Wertbe den obee vorläufig angenomroeneD Werthen 
der Rictilungen liinzu , so erhält man die folgenden wahrscheinlichsten 
Weithe derselben, 

j(1) = 1002.67 
j((2) = 4675.33 
y(3) = 7639.22 
if(i) = 9453.46 
j((6) = 11288.67 
j,(6) = 1 3022.22 
S,(7) = 14820.4» 
i((8) = 18109.22 
j((9) = 21503.78 
In den A. N. No. 206 fand ich, in der hier angenommenen Einheit 
ausgedruckt, die Werthe der Winkel wie folgt, denen ich die aus den 
vorstehenden Richtungen folgenden hinzufüge. 

S— 1 = 3872.7 3672.66 

3—2 = 3063.9 3063.89 

i— 3 = 1814.2 1814.23 

8—4 = 1832.2 1832.22 

6—5 = 1736.6 1736.55 

7—6 = 1798.2 1798.22 

8—7 = 3288.8 3288.78 

9—8 = 3394.6 3394.56 

die, wie man sieht, mit jenen vollständig übereinstimmen. 
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Ich kooiiue jetzt auf den Nebeniimslnod, dessen ich im Art. 4 er- 
wähnt habe, und der etwas slttrend auflrilt. 

Zufolge der oft angezogenen Abhandlung ist, mit Bezug darauf 
dass alle ursprünglichen Gewichte gleich 1 gesetzt worden sind, die 
Summe der Quadrate der Übrig bleibenden Fehler 

W=^{l[j~ (ir) ip(1} - {Ix'} tc(2) — (Is) ic(3) — . . . 
wo (//) die Summe der Quadrate der Fehler bezeichnet, die dag zweite 
StatioMsiafelchen angiebt. Für unser Beispiel findet man 

{IF) ^ 6153 
und 

{Ix) w{i) + {Ix'] tp(2) + . . . = 4721 
folglich 

W = U32 
A. N. No. 206 wurde, in die hier angewandte Einheit übertragen, 

W = 2868 
gefunden, welcher Werth, bis auf einen kleinen, zu übergehenden ünler- 
schied , das Doppelte von dem hier gefundenen ist. Nun. ist aber hier 
das Gewicht einer Richtung ^s i gesetzt, wahrend dort das Gewicht 
eines Winkels ss= 1 gesetzt wurde, und demzufolge muss aus einem 
nahe liegenden Grunde hier der Werth der Grösse W halb so gross sein 
wie dort. Die t)eiden vorstehenden Resultate fUr TV befinden sich also 
nicht minder mit einander in Uebereinstimmung wie die Werthe der 
Richtungen und Winkel. 

Nach dem Art. 150 der oft angczogeoen Abhandlung siebt die 
Berechnung des Divisors D, des Ausdrucks . welcher den schliesslichen 
mittleren Fehler einer Richtung giebl, wie folgt: 

(A/) = 72 

{Ax) = 1 

[Ab] = 

— [Ax] = — 9 

- {Au) = — 36 

D » 28 
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denselben Wertb habe ich in No. '^06 der A. N. gefunden , obgleich ich 
dort diesen Divisor auf ganz andere Art berechnet habe. Berechnet 
man daher aus den hier erhaltenen Daten den mittleren Fehler einer 
RicbtungsmessuDg , und vergleicht ihn mit dem a. a. 0. erhaltenen 
mittleren Fehler einer Winkelmessung, so wird das VerhSltniss des erst- 
genannten Fehlers zum zweitgenannlen wie l/f : 1 sein, welches mit 
eJDem bekannten Satze der Wahrscheinlichkeitsrechnung überein- 
stimmt. 



U. 

Die von mir auf zvvei , ganz von einander verschiedenen Wegen 
erhaltenen Resultate sind in jeder Beziehung mit einander identisch, 
und so wird es nicht blog iii dem hier ausgefUhrtea Beispiele, sondern 
stets der Fall sein. Vergleichen wir aber den letzten Theil dieser Re- 
sultate mit der oft angezogenen Abhandlung von Gauss, so kommen wir 
auf einen Unterschied. 

Die Durchfuhrung des Beobachtungsverfahrens, welches hier als 
das von Gauss angewandte angenommen worden ist, giebt in Bezug 
auf die Ausgleichung auf den Stationen fUr die Summe der Fehlerqua- 
drate einen von der Null verschiedenen Werth, wahrend Gauss in seiner 
Abhandlung dieser Summe gar nicht erwähnt, und sie folglich still- 
schweigend = gesetzt bat. Es knUpfl sich hieran noch die folgende 
Folgerung. Wenn man annimmt, dass bei einer Triangulation auf jeder 
Station dasselbe, im Vorhergehenden fllr das Gaussische Beobachtungs- 
verfahren gehaltene, Verfahren ausgeführt worden ist, so bekommt der 
Divisor D des Ausdrucks nir den schliesslichen mittleren Fehler einer 
Richtung (oder eines Winkels) , der sich nach der Ausgleichung des 
Netzes ergiebt. einen von der Anzahl der Bedingungsgleichungeo oder, 
von [Ab) , verschiedenen Werth. 

Gauss hat in dem in seiner Abhandlung aus seiner Gradmessung 
entlehnten Beispiel den, von den Ausgleichungen auf den Stationen her- 
rührenden, hier für das Beispiel berechneten Theil von W nicht in Be- 
tracht gezogen, und D = {Ab) gesetzt. Die aus den obigen Betrachtungen 
sich ergebenden Gesammtwerthe von fV und D sind beide nothwendig 
grosser als die von Gauss angewandten, aber eine Proportionalitat in 
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den Vcrgrösäeningen kann .-luf keinen Fall angenoronien werden, da sio 
von zufälligen Umstanden ahhüngen. 



15. 

Wenden wir hieraur noch einen Blick auf das Verfahren der Ri^-h- 
tungsbeoltachtungen. Auf allen Stationen, aufweichen Bichlungen be- 
obachtet werden, und zugleich in jedem Gyruü alle Richtungen beob- 
achtet worden sind, wird W ^ d, wenn man zur Bestimmung dieser 
Grösse die Resultate der Gruppen von Gyris anwendet. Die Anwendung 
der Gruppen von Gyris. zu diesem Zweck ist, wenn Winkel beobachtet 
worden sind, der Anwendung der Endresultate der Winkelbeobachtun- 
geo völlig analog. Wenn auf allen Stationen Richtungen auf solche Ait, 
wie eben verlangt wurde, beobachtet worden sind, dann wird am Ende 
der Ausgleich ungsrechnungen D = (Ab). 

Wenn nur die eigentlichen Dreiecks winket beobachtet worden sind, 
und man etwa vorhandene lucale Bedingungsgleichungen mit den Übri- 
gen Bedingungsgleicbungeo zugleich behandelt, dann finden die beiden 
eben erklarten Gleichungen wieder statt. Es werden nemlich ftlr die 
Stationen wieder W = , und ftlr die schliessliche Berechnung des 
mittleren Fehlers wird wieder D =s {Ab). In Bezug auf das in der Gaussi- 
schen Abhandlung aus den Krayenhofschen Dreiecken entlehnte Beispiel 
stimmt daher die Berechnung des mittleren Fehlers mit den vorstehen- 
den Auseinandersetzungen ilberein , aber in Bezug auf das aus eigenen 
Beobachtungen entlehnte Beispiel igt dieses nicht der Fall. 



16. 
Es bildet sich von selbst in Folge der vorstehenden Betrachtungen 
die Schlussfiage: Warum hat Gauss die im vorvor Art. erklarien Um- 
stände, die unzweifelhaft vorhanden sind , nicht berücksichtigt? Eine 
unmittelbare Antwort auf diese Frage können wir nicht mehr erhalten, 
da Gauss nicht mehr unter den Lebenden weilt. Eine mittelbare Antwort 
von ihm selbst wUre durch seinen ütlerarischen Nachlass vielleicht zu 
erhalten , doch kann ich jetzt nicht wissen , ob dieses der Fall sein 
wird. Sollte eine Auflflarung von Gauss selb t nicht aufgefunden wer- 
den können, so bleibt uns nur übrig zu vermulhen, dass entweder das 
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oben erklärte Beobachtung.s verfahren doch nicht ganz mit dem Gaussi- 
scben ubereinstimmL, oder dass er die in Rede stehenden Umstände 
übersehen hat. Wenn die letztere Vermutbung richtig sein sollte, so 
wäre sie in Bezug auf Gauss ein äusserst vereinzelt dastehender 
Fall. Es ist jedenfalls sehr zu bedauern, dass Gauss sein Beobach- 
tungs verfahren nicht veröffentlicht bat. 



Druckfehler. 



69 Z. 5 V. u. Glatt : wabren dieser \ lies : wahren Werlb dieser. 
. 148- 6 - - - Arien überein j - Arien erhatlenen (iberein. 
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